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KATA PENGANTAR

Untuk melakukan kegiatarancang bangun obyek (benda) dengan uzamt
komputerdiperlukantidak hanya kemampuan dan keterampilan bidang membangun
dimensi grafik, tetapi juga dalam hal melakukan analisa, evaluasi, dan pemilihan
formula guna mendapatkan efisiesi dan efektifitas proses realisasi benda. Sehubungan
dengan hatersebut dan agar materi penyajian dalam buku ini mudah dipahami oleh
peserta didik, serta sesuai dengan tingkat perkembangan mahasiswa (pemula, tingkat
S1 atau S2), maka substansi materi buku ini dibagi ke dalam tiga bagian pokok
bahasan besar berikut.

Pertama, dibahas tentang studi geometri analitik dan sitem penyajian grafik
pada komputer. Tujuannya adalah untuk mendapatkan kemampuan dan ketrampilan
dalam pengaturan ruang grafik guna penyajian/visualisasi benda (baik bersifat statis
ataupun dinamis). Bteri yang didiskusikan antara lain mengenai sistem koordinat,
hitung vektor, formulasi analitik klasik benti@nda standar bidang maupun ruang.
Dilanjutkan pembahasan tentang operasi transformasi titik dan koordinat homogen
yang kemudian kita manfaatkamtuk studi prgeksi dan sitem koordinat obsater
dalam penyajiagrafik berbantu komputer.

Kedua, dibahas tentang rancang bangun benda dengan kurva dan permukaan
berbantu komputer. Studi ini dimaksudkan untuk mendapatkan kemampuan dan
ketrampilan menyé#an permukaan benda di komputer baik dengan formulasi tunggal
ataupun teknik penggabungan beberapa potongan permukaan (komponen benda).
Materi yang diperkenalkan antara lain mengenai-sifat lokal kurva dan permukaan
natural, beberapa contoh kurvatpekaan di bidangComputer Aided Geometric
Dedgn (rancang bangun geometrik berbantu komputer) dan pemodelan permukaan,
serta beberapa teknik untuk rancang bangun benda.

Ketiga, diperkenalkan beberapa contoh riset pemodelan Hegrtda industri.
Tujuannyaadalah untuk mendapatkan informasi praktis dan ketrampilan matelinatis
dalam memecahkan permasalahan perancangan -benda industri berbantu
komputer. Materi yang didiskusikan antara lain tentang pemodetarnuka&an pelat,
benda putatabung evolutifdan desaitbenda untuk ornamen bangunan

Buku ini dimaksudkan untuk membantu pengkayaan referensi (materi ajar)
bagi para mahasiswa yang sedang belajar tentang perancangan dan visualisasi benda
berbantu komputer (mahasiswa Jurusan Matematika, Pendidikatematika,
Informatika, dan Teknik) serta para praktisi da@minatrancang bangun benda
menggunakarkomputer. Agar mahasiswa mendapatkan gambaran real implementasi
praktis teori yang telah dipelajari, dalam buku ini dilengkapi juga beberapa contoh
gambarbenda hasil programasbftwarePascal] Maple, danMathematica.
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BAB 1
BEBERAPA BENTUK
SISTEM KOORDINAT

Dalam penyajian grafik ataupun desainobjek (benda berbantu
komputer, sering diperlukan beragam bentsistem koordinatHal ini ada
beberapa alasan berikirertama, setiap sistem koordimgpandangmemiliki
kelebihan dan kekuraag tertentu sehubungattengankeperluanpemodelan
bentuk perhitungantentang perbandingan ukuran bendarhadap model
penyajiannya di komputemmaupun dalam hapeumusan matematik yang
dipilih guna karakterisassifat-sifat obyek yang akan disajikan dalagrafik,
misalnyaberkenaan dengatompleksitaskesetimbangargtaupurkesimetrian
benda Kedua,dapat terjadsebelum membangun obyelgtd geometribenda
yang berupa titik perlu dlakukansorting terlebih dahulu agar dalaproses
konstruksi obyek muah dilaksaakan.Dengan kata lain, niuk tujuan ini dan
efisiensi operasisorting maka diperlikan pemilihan penyajian titik dalam
koordinat tertentu agar prosedursorting-nya sederhanaKetiga, agar dalam
perlakuandan perhitungaroperasi pergerakakompaen benda mudatdan
langsungdilakukan, sering kitamanfaatkan acuan koordinat lokgh daripada
koordinatglobal bendaDari beberapa alasatersebut, berikut kita daftiean
beberapa sistem koordingngbanyakdigunakan dalandesain grafik (benda)
di dimensi duaataupun dimensi tiga yaitu koordinat Cartesius, polar,
koordinat tabung, dan bola.

1.1Koordinat Cartesius Bidang dan Ruang

Koordinat Cartesius(Kartesian) bidang dibangun oleh dua garis
berpotongan di satu titik dan untuk ruang, dibangun véghgaris yang tidak
sebidang berpotongan di satu titikitik-titik potong ini selanjutnya disebut
sebagai titik awal dan garisnya disebut sebagai stsubbukoordinat.Dalam
hal khusus, &ordinat Cartesisl tegaklurus di bidang didefinisikammleh dua
sumbu(masingmasing sumbu dataXX6 sebagai absidan sumbu tegak' Yo
sebagai ordinatberpotongansecara tegaklurusli titik awal O. Di ruang,
jumlah sumbesumbupotong diO, kita tambah satu lagi, yai@iZétegaklurus
terhadap bidangOY. Dengan demikia dalam sistem koordinat @rtesius
ruang jika ketiga sumbu diambil sepasasgpasang, menentukdiga buah
bidang XQOY, XOZ dan YOZ masingmasing disebut bidarigidang koordinat
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tegaklurusBidangbidang ini membagi ruang menjadi delajegian ruangan
(oktan).

Untuk menyatakanethadap aebarang titik P di bidang Cartesius
digunakamotasi P(x,y) dan di ruang dinyatakan ol&lx,y,z) dengarx, y danz
berupa bilangan real (Gambar 1.1)Sebaliknya, jika diketahui pasangan
bilanganbilangan rea(x,y) atautripel (x,y,z), maka kita dapat menentukan titik
P unik (tunggal)yang koordinatnya dany di bidang darx, y danz di ruang.

Y“ Z A
Z\\\
Y P(x.y) T, P(xy.2)
i Y
| - O LY
X »
@] X X

Gambar 11 Koordinat Cartesius

1.2Koordinat Polar, Tabung, dan Bola

Penyajian titikP(x,y) dari koordinat Cartesius d? dapatdinyatakan
dalamsigem koordinat polaP(r,q) denganpusatpolar (kutub) O, panjang
jari-jari r danbersudupolarberlawanan arah jarum jagterhadagOX dengan
relasi(Gambarl.2a)

X=/rcosqg, Yy=rsing. (1.1)

Seperti pada sistem koordinat polar, penyajian #ky,2z) di ruang,
dapat dinyatakan dengan koordinat tabung melalui relasi (Gdn2ar

X=rcosqg, y=rsing z=z 1.2)

Sedangkan pnyajiantitik P(x,y,z) dalam koordinat Cartesiubjla dinyatalkan
dengan koordinat bola, diperlukeglastrelasi(Gambarl.2c) berikut

x=r sinf cosq; y-=rsinf sinq; z=r cosf. (1.3)
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7A
YA
P(xy) =
L P(xy,z
o > >
O X q Y
N—¥w
P
X
(@ (b) ()

Gambar 1.XoordinatPolar, Tabung dan Bola

1.3Koordinat Titik pada Segmen Garis

Misalkan segmen gariPQ didefinisikan oleh titik P(xyy1) dan

Q(x2,y2) di bidang. Kita cari koordinat titiR(x,y)i PQ atas perbandingam :
n terhadap titik ujungitik ujung P danQ.

ZA
Y 4 KQ
T

2271Q S7R

T m

R
pFo--- =
> O >
U=V
X
(a) (b)

Gambar 13 Titik Rdiantaraitik P danQ
Pada Gambar.2a DSRP ~ DRQT sehinggaerlaku



4  Beberapa bentuk systerdikat

atau y:m)é—Jrnyl. (1.3
n QT vy,-y m+n

Dengan cara yang sama untyknéa didapatkan hubungan

mx +n
atau x = 2 "%
X, - X m+n

(14

Jika segmen garisPQ didefinisikan oleh titik P(x1,y1,21) dan

Q(x2,y2,22) di ruang makakoordinat titikR(x,y,2)] PQ atas perbandingan: n
terhadap titik ujungitik ujung P danQ dapat ditentukan sebagagriut. Pada
Gambar 13b, DSRP~ DRQTsehingga berlaku hubungan

atauz =12 * N4 15

Dengan cara yang sama untulany, maka didapatkan hubungan

m = X% atau x = M (16)
n o x-X m+n
Mo Y% grayy="%""% (1.7)
N oY,y m+n

Jika R merupakan titik tengah daPQ, yaitu m : n = 1:1, maka
koordinat titikR dapat dinyatkan sebagai

X tX Y, *tY, Z,+2Z
R(=2 , 1 . 18
(B Y20 BT (18)

Secara umum, jika perbandingamm bernilai sebarang reél, -1, maka posisi
R dapat terletak mungkin diantaRQ ataudiperpanjangannya damordinatR
berbentuk
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R X Koty K vz (19)
1+k 1+k 1+k

Oleh karenanyterdgat beberapa kemungkinan untuk nikdierikut
a). jkak > 0, makaR diantaraPQ;

b). jika -1<k<0, makaR pada perpanjangaﬁ’;

c). jikak = -1, maka menunjukkan titik di tak terhingga

d).jikak <-1, makaR pada perpanjangaﬁ—Q.
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BAB 2
ALJABAR VEKTOR

Hitung vektor merupakan tdp penting dalam rancang bangun
geometri, karena baik dalam penjajian data maupun operasi geometrik benda
(refleksi, translasi, rotasi, dilatasi) dan hitung interseksi, penggabungan
ataupun mencari kedudukan benda di ruang, maka penyajian ke dalam bentuk
vektor sangat mendukung pada efisiensi penggunaan memori maupun
efektivitas komputasi. Untuk itu sebelum membahas pemodelan benda, perlu
terlebih dahulu kita lakukan studi tentang aljabar vektor berikut.

Suatu segmen garis berarah disebut vektor. Panjan(hesarnya)
disebut panjang vektor dan arahnya disebut arah vektor. Kita nyatakan vektor
dengan huruf kecil tebal, misalnga b, v, w dan x, sedangkan panjangnya
(norm Euclid) dinyatakan dengdsh atau||.||, misalnya panjang dari vektar
danb masingmasing dinyatakan dengda dan|b|. Dalam membahas vektor,
kita nyatakan bilangan real sebagai skalar dan dinotasikan dengan huruf kecil
biasa, misalkaa, k, vdanw.

Jika suatu vektom pangkalnya adalah titilh dan ujungnya titikB,
maka dinotasikan adgana = AB . Karena vektowektor ditentukan oleh arah
dan panjangnya, maka dua vektor dikatakan sama apabila panjang dan arahnya
sama walaupun vekteektor tersebut diletakkan pada kedudukan yang
berbedabeda. Vektowektor mempunyapanjang sama dan arah sama disebut
ekivalen. Suatu vektor panjangnya 1 (satu) disebut vektor satuan dan vektor nol
0 adalah vektor yang panjangnya nol dan arahnya sejajar terhadap semua
vektor.

4 N v

(a). Vektora=b (b). Dua vektor besarnya sama  (c). Dua vektor
tetapi arahny&erbeda arahnya sama
tetapi panjang
nya berbeda
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&4 R &w‘ / \E
(d). Vektorvektor yang ekivalen. (e). Dua vektor yang
besar

danarahnya berbeda.
Gambar 2.1 Kesamaan vektor

2.1 Komponenkomponen Vektor

Pada koordinat Cartesius tegak lurus bida@g|Y] lekatkan vektor
vektor satuan danj masingmasing berimpit dengan sumiDX dan OY
sehingga terbangun ruang vektor ortonorn®@ i, j] yang melekat pada
sistem D,X,Y] seperti pada&Gambar 2.2a. Misalkam sebarang vektor pada
bidang dan anggaplah ditempatkan sehingga pangkalnya berimpit dengan
titik awal O. Koordinat {1,v2) dari titik ujung vektorv disebut komponen
komponen damv dan vektow dinotasikan dengan

V = <V1,V2> =vii + V2j. (2.1&)

Untuk selanjutnya, jika diketahui sebarang titikdengan koordinatv(,v-),
maka vektorv dengan pangkal titik awaD dan ujungnya divg,v2), disebut
sebagai vektor posisi dari titi tersebut.

Y A
Y A y2 _____________ ?(Xz’yz)

V(v1,V2) a i
VZ """"""" 1
| Yal====TA(xy1) 1
| 4 |

O Viox Oi X1 a5 X X
(a) (b)

Ganbar 2.2 Komponekomponen vektor
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Jika dua vektov danw diketahui ekivalen, maka bila titiitik pangkal
kedua vektor tersebut ditempatkan pada titik awal koordinat, didapatkan kedua
ujungnya berimpit. Sebaliknya, jika kedua vektor memiliki kompenen
komponen sama, berarti mempunyai arah dan besar yang sama dan
konsekuensinya keduanya ekivalen. Kesimpulannya, dua vektokvi,v,>
danw = <w;,W>> adalah ekivalen jika dan hanya jke= w1 danv. = we.

Misalkan vektora didefinisikan oleh segmen gari)erarahﬁ dengan

koordinat titik A dan B masingmasing diketahuA(x1,y1) danB(xz,y2) seperti
pada Gambar 2.2b. Komporkamponen untuk vekta adalah

a=xXT1 x a=y21 y.

Sedangkan panjang dari vektar dapat ditentkan oleh teorema Phytagoras
sebagai

lal=ya’ +a,’ .

Seperti halnya penyajian vektor pada bidang, pada koordinat Cartesius
tegaklurus ruangd,X,Y,Z] dapat kita lekatkan vekterektor satuan, j dank
masingmasing berimpit dengan sumi@X, OY danOZ sehingga terbangun
ruang vektor ortonormald, i, j, k] yang melekat pada sister®,X,Y,Z] seperti
pada Gambar 2.3. Sebarang vektgrada ruang dengan pangkal berimpit titik
awal O, maka koordinat{,v>,v3) dari titik ujung vektorv disebu komponen
komponen damv dan vektow selanjutnya dinotasikan sebagai

V = <Vi,Vo,Vv3> = Vil + Vo + V3K (2.1b)

Gambar 2.3 Penyajian vektor dang
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2.2 SifatSifat Pejumlahan Vektor dan Perkalian Skalar

Diketahui dua vektoa danb. Tempatkan pangkdl pada titik ujung
vektora, maka jumlah dara danb didefinisikan sebagai vektaryang ditarik
dari pangkala dan berakhir pada ujung titik vektds (Gambar 2.4a).
Selanjutnya, ditulis dengara + b.

() (b)
Gambar 2.4 Pejumlahan vektor

Jika vektora = <aj,a>> danb = <by,b»>, maka komponekomponen vektoc
= a+ b = <¢;,c> didapatkan melalui (Gambar 2.4b)

Ci=air+b1; co=ax+hy.

Dari definisi pejumlahan \ktor tersebut, selanjutnya didapatkan sifat
sifat pejumlahan vektor berikut

a).atb=b+a ; (2.2)

b). u+v)+tw=u+(v+w),

c).a+0=0+a=a;

d).a+ (-a) =0.
dengani a adalah vektor yang panjangnjg dan arahnya berlawanan dengan
a. Sedangkan untuk perkalian skalar, jika diketahui sebarang \eekibodan
skalar ream dann, maka berlaku hubungan
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a).m(a+b) =ma+ mb; (2.3)
b). (mtn)a=ma + na;

c). m(na) = (Mn)a;

d). la=a;

e). m=0;

f). (-1)a=-a.

Dalam hal ini yng dimaksud dengan vektana adalah vektor yang
panjangnydm||a] dan arahnya jika , 0 dan m> 0, maka vektorma searah
dengan vektom. Sebaliknya, jikaa , 0 danm < 0, maka arah vektoma
berlawanan arah dengan vekéor

2.3 Perkalian Skalar, \ektor, dan Skalar Tripel
2.3.1Perkalian Skalar

Perkalian skalar dari dua vektor bidaag <ai,a>> danb = <b;,by>
didefinisikan sebagai bilangan real

a.b=aiby + axhy. (2.4)

Dalam hala danb merupakan vektevektor ruanga = <aj,az,as> danb =
<bi,b2,bs>, didefinisikan

a.b=aib; + aghy + agba. (2.5)
Dalam hal khusus, jika = b, maka
a.a=[al. (2.6)

Selanjutnya kita daftarkan sifaifat dari perkalian titik untuk sebarang vektor
vektora, b, c dan skalak berikut

a).a.b=Db.g (2.7)
b).a.(b+c) =a.b+a.c

c). k(a.b) = (ka).b = a.(kb);

d).0.a=0.
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Jikaa danb adalah vektor tidak nol, maka dapat dirumuskan
a.b=|a |b| cosg

dengang adalah sudut yang dibangun antardanb dan 0¢ g ¢ p. Untuk
menurunkan rumus ini, kita gunakan rumus kosinus berikut (Gambar 2.5)

la- b =laf* + |bf* - 2Jal bl cosy . (2.8)

aib

Gambar 2.5 Rumus kosinus
Dengan sifat (2.6) dari perkatiaskalar, diperoleh hubungan

(@-b).(a-b) (2.9)
a.(@a-b)-b.(a-b)

a.a- ab-ba+bb

[aj? + o -2 a b.

lai bf?

Dari persamaan (2.8) dan (2.9), maka dapat disimpulkan
a.b=|a| |b| coxg.

Misalkanb suatu vektor tidak nol, makaroyeksi skaladari vektora
terhadapb, dinotasikan Ka), adalah suatu skalar (Gambar 2.6a)

Py(a) = @.b)/[b|
(2.10)
= (lal [o] cosg)/b]
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= |al cosg

dengang adalah sudut yang dibentuk oleh veldatanb. Sedangkaproyeksi
vektordari dari vektora terhadagb, yaitu Po(a), adalah vektor ifa)u, dengan
Ub suatu vektor satuan pada arah vektsehingga (Gambar 2.6b)

Po(a) = RB(a)up (2.11)
= ((@.b)/ [o]) (b7 |b])
= (a.b)b/|b[?

atau

Po(@) = (|a] cosg) ub.

Dua vektora danb dikatakan saling tegak lurus (ortogonal) jika dan hanya jika

a.b=0.
(2.12)
0\ : » 0\ : >
: : b i | b
Po(a) Po(a)
(a). Proyeksi skalar (b). Proyeksi vektor

Gambar 2.6 Proyeksi vektarterhadap vektop

Contoh-contoh Hitung Perkalian Skalar dan Proyeksi

a). Misalkana = <2-1,1> danb = <1,1,2>, carilala.b dan suduty diantaraa
danb.

Penyelesaian:
a.b=(2)1) + c1)(1) + (1)(2) = 3.
Kita dapatkarja| = [b| = G5, maka

Cogg = (a.b)/([a] |b]) = 1/2.
Jadi g = 60°.
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b). Nyatakan vektoa = <2,4,5> sebagai jumlah dari vektolyang sejajav =
<2-1,-2> dan vektorc yang tegaklurus.

5 > y >
Gambar 2.7 Kedudukan vektar
Penyelesaian:

Dari Gambar 2.7, vektdr merupakan proyeksi vektarpadav, sehingga

Pv(a) =b = (|la] Cosg) (a/[al)

b =@/ |vf
_2@+@CD+OC2 _,_ 1-2>
= 4+1+4 ’
=<-20/9, 10/9, 20/9>.

Oleh sebabite=a’i b =<38/9, 26/9, 25/9>.

c). Carilah suatu sudut yang dibentuk oleh diagonal kubus terhadap rusuk
rusuknya.

Gambar 2.8 Diagonal kubus
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Penyelesaian:
Jika rusukrusuk kubusa = <k,0,0>,b = <0k,0> danc = <0,0k>, maka
diagonalnya adalath = <k,k,k>, sehingga berlaku

Cogy = (a.d)/([al|d]) = 1/(CB).
Jadiq ©54°4 406 .

2.3.2Perkalian Vektor

Pandnglah ruang vektor ortonormaD]i,j,k] mengikuti sistem tangan
kanan seperti pada Gambar 2.9a. Misalkan vekttanb dinyatakan dengan
a=ai + ayj + ask dan vekto = bsi + byj + bsk. Perkalian vektor (perkalian
luar) daria terhadagb didefinisikan

axb=a@b=(absi aby)i + (asb1i aibs)j + (ab21 azbi)k (2.13)
= <(azbsT aghy), (agbi1 aibs), (a1b2 i aghba)>.

A
axb=adb
b
q
a
(a) (b)

Gambar 2.9 Perkalian vektor

Untuk memudahkan perhitungan hasil kali vektor ini, kita gunakan
teknik hitung determinan matriks seperti dirumuskan berikut.

a). Hitung determinan untuk matriks order 2x2
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da bo

de% dB

b). Hitung determinan untuk matriks order 3x3

= ad- bc

ab
c d

;ealagasg 8 & &
detdy b, bo= [o b b
X o oo o

b b,

+ .

0203 azclcs asclcz

Dengan demikian bentuk (2.13), dapat dinyatakan sebagai

i ] K
a & A & a &
aXb:ai a, a3—b2 || b1 b‘]+bl bk (214)
b, b, b,
Sifat-sifat perkalian vektor
a).axb=-(bxa) (2.15)

b).ax (bxc), (axb)xc;
c).ax(b+c)=(@xb)+ (@xc);

d). ka) x b =k(ax b);

e). @xb)™ adan @xb)” b;

f). ax b =0, jika dan hanya jika danb sejajar;
9)- lax b = [af* |bf - a . bP.

Catatan: untuk membuktikan sifat (2.15g), ambil sebarang veldor=
<aia,as> dan vektorh = <by,be,bz>, kemudian tunjukkan bahwa
hasil perkalian skalda x bJ? = (a x b).(ax b) sama dengajal’|b]? - [a
. b= (a.a)(b.b) i (a.b)(a.b).

Dari sifat (2.159), didapat teorema
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lax b|=lal b|Sing (2.16)

dengang sudut yang dibentuk antara vekeodanb dan Sig2 0 untuk 0¢ g ¢
p.
Bukti:
lax b = [af |bF - Ja . b
= laf* b - [af [of Cosg
=laf? b’ (17 Cogq)
= [af? |bP Sirfq
Jadilax b| = a| |b] Sing.
Contohcontoh Hitung Perkalian Vektor
a).Jikaa=21T 3jT kdanb=i+ 471 2k, tentukara x b.
Penyelesaian:
1). Cargpertama dengan menerapkan sifat (2.15c)
@T3Tk)x((+4T12k)=@T 3T K)x(@()+ @71 3T K)x(4)+
@731 k) x(2Kk).
@TITKxI+47T2k)=(2xi)T G xi)T (kxi)+
(2 x4)T (3 x4)7 (kx4)+
(2ix-2k)T (3] x-2k)T (k x -2K)
=0+Xij+8+0+4+4+6+0
=10 + 3 + 11k.
2). Cara kedua dengan menerapkan formulE3j2atau (2.14)
i j k
axb=2 -3 -1
1 4
-3 -1 2 -1
=14 -2 -2
=107 3j 1 11k.

2_
1 41k

]+
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b). Tunjukkan bahwa luas dari jajaran genjang dengaa dasib adalahja x
bl.
Penyelesaian:

a/ |h

g [1

Gambar 2.10 Lusjajaran genjang

Luas jajaran genjang (L) adalah ukuran tinggi kali alasnya, yaitu
L=h]b]
= [a] Sing b
L =|axb|

R(0,4,3).

c). Tentukan luas segitiga yang didefinisikan oleh #(R,2,0),Q(-1,0,2) dan
Penyelesaian:

Luas segitiga L) adalah setengah kali dari luas jajaran genjang yang
ditentukan oleh vektevektor PQ = <-3,-2,2> danpRr = <-2,2,3>.

ZA

A
s

\

\

4 \

/, \
. \

Q

W R
4

O

v

Gambar 2.11 Luas segitiga
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Oleh karena itu dapat ditentukan IUBBQRadalah
L =%|PQ X pR|= %(15) = 7,5.

d). Tunjukkan teorema sinus untuk suatu segitiga (Gambar 2.12).

Penyelesaian:
A

»

B a C
Gambar 2.12 Teorema sinus

Misalkan a, b dan c suatu sisiisi segitigaABC, malkaa + b + ¢ = 0.
Selanjutnya kalikan berturttirut dengan perkalian vektor terhadapb
danc, kita dapatkan hubungan

axb=bxc=cxa
sehingga

ab Sin(a,b) =bc Sin(b,c) = caSin(c,a)
atau

[Sin(b,c)]/a = Sin(c,a)/b = [Sin(@b)]/c.

2.3.3 Perlalian Skalar Tripel

Perkalian skalar tripel didefinisikan dengarbxc dan penulisan ini
dimaksudkan sebagai bentakb x c), yaitu perkalian skalar dari vektardan
vektor p x c). Hasilnya dapat dirumuskan berikut ini. Jika

a=-ail +ay +ak =<ajaaz>,

b =hii + by + b3k = <by,bp,bs>,

C=cCi +Cg +C3K = <C.,C2,C3>,
maka
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i j ok
a.bxc = (a1l +ag +azk) . b, b, by
c

Cl 2 C3
a a, a,
abxc =B b by
c ¢ G

(2.17)
Dari sifatsifat determinan untuk persamaanil(’), didapat hubungan

c.axb = b.cxa
T (b.axc) =T (a.cxb) = 1 (c.bxa). (2.18)

a.bxc
a.bxc

Sifat-sifat skalar tripel:

a). ax (bxc) =@.0bi (a.bc; (2.19)
b). @xb).(cxd) =@c)(b.d)i (a.d)b.c);

c). @xb)x(cxd)=(@.bxd)ci (a.bxc)d.

Contoh-contoh Hitung Skalar Tripel

a). Misalkana = <1,2;1>, b = <-1,1,0> danc = <0;1,2>. Hitung perkalian
skalar tripel dara.bxc.

Penyelesaian:

1 2
abxe=["1 1 0] =(1)2)i (2)(-2) + (1)(1) = 5.
0 -1 2

b). Tunjukkan bahwa.bxc = axb.c.
Penyelesaian:
Misalkana = <aj,a2,as> , b = <bi,bp,bs> danc = <ci,c,,c3>, maka
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0
aQ a, a a q
abxc = b bl=jlc ¢
Cl C2 C3 bl b2

a.bxc =c.ab = axb.c.

o P

O
N

O
w

I
|—~U .-QJ b—lo
o9
g »

c). Tunjukkan bahwa harga mutlak darbxc sama dengan volume paralel
epipedum dengan rusulkisuk panjangnya vekta; b danc (Gambar 2.13).

Penyelesaian:

Gambar 2.13 Volume paralel epipedum

Misalkann vektor satuan tegaklurus terhadap alas (jajaran genjang) dengan
arah sejajab x c. Tinggi paralel epipgum diketahuih, ditentukan dari
ujung vektora terhadap alas. Volume (V) dari paralel epipedum adalah

tinggi h kali luas alas L, yaitu

V=hL
= (a.n) (b x cl).
=a[lbxc|.n]
V = a.(bxc).

Jikaa, b danc tidak dalam sistem tangan kanam < O dan volumenya =

la.(bxc)|.
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BAB 3
PENYAJIAN GARIS DAN SEGMEN GARIS
DI BIDANG

Studi tentang garis atau segmen garis sangat penting dalam bidang geometri
rancang bangun mengingat dalam setiap pemodelan benda, diperlukan perhitungan
yang melibatkarkonsep ukuran panjang dan jarak antar dua titik, kedudukan garis
simetri benda, ataupun gradien dan vektor arah. Oleh karena itu beberapa definisi
analitik garis perlu diperkenalkan guna dapatnya menyajikan bentuk garis tersebut
dalam grafik.

Tujuan studidalam bab ini adalah untuk mendapatkan beberapa model
persamaan garis dalam bentuk vektor (parametrik), bentuk umum implisit, eksplisit
ataupun sifasifat yang terjadi diantara relasi dua ga$elanjutnya kita pelajari
penyajian bentuk normal persamagaris dan segmen garis. Terakhir, setelah
mendiskusikan tentang hitung jarak titik terhadap garis, kita bahas persamaan kutub
garis.

3.1 Persamaan Parametrik dan Persamaan Umum Garis

Dalam geometri aksiomatik disebutkan bahwa melalui dua titik berbeda d
bidang, maka tepat satu garis yang memuat dua titik tersebut. Selanjutnya, setiap garis
memuat sedikitnya dua titik berbeda. Melalui dua aksioma ini kita bangun persamaan
parametrik dan persamaan umum garis berikut (Gambar 3.1).

Yt R(xY) _—7

Q(x2,Y2)
P(x1,y1)

7}

Y

Ol i X'

Gambar 3.1 Penyajian garis di bidang



2  Beberapa bentuk sysierdikat
2

Misalkan garisg dan dua titik berbed#(xi,y1) dan Q(x2,y2) di g, maka
sebarang titik R(xy) sepanjang garisg dapat dinyatakan dalam relasi

OR=OP +t(0OQ - OP). Oleh sebabtii bentukpersamaan vektor gargsadalah
gt r=p+t(qi p) (3.1)
atau
<XY> = Ky1> Ht<(Xe T X1),(y2 T y1)>

dengart suatu skalar reaBentuk (3.1) ini selanjutnya dapat kita sederhanakan
menjadi

X=X1+t (X0 Xq) (3.2)
y=yi+t(y21 y1)

yang disebut sebagai bentpkersamaan parametriaris g. Oleh karena itu
persamaan parametrik lengkap untuk ggaslalah

Xt) =x1+t (X2 T X1)
YO =y1+t(y21 y1)

dengana <t < +a merupakan variabel parameter dadany, yaitu fungsi
fungsi skalar untuk vektardanj.

Jika dalam persamaan (3.2) hargdisubstitusikan dari satu kepada
yang lain kita dapatkan beberapa model persamaan garis berikut

TRV g (3.3)
Xz' X1 yz - yl
atau
— (yz' yl) _
Y-y = (X-x)=m(X- Xx) (3.4)
(%-%) &
atau

(yz - yl) (X' Xl) - (Xz' X1) (y' yl) =0 (35)
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denganm suatu gradien (kemiringan) gargs Dari persamaan (3.5) ini kita
dapatkampersamaan umum gagds dalam bentukmplisit

a(x- x) +b(y- y,) =0
atau
ax+by+c=0 (3.6)

dengan koefisien real= (y27 y1), b=17 (x27 x1) danc =7 (axx + by:). Dalam

hal ini hargaa danb tidak serentak nol. Dalam hak 0O, didapat garig sejajar
sumbuOX melalui titik (0, -c/b) dan jikab = 0, garisg sejaja sumbuQOY

melalui titik (-¢/a,0). Jikab tidak nol, maka dari (3.6) didapaersamaan
eksplisitgaris berikut

y=mx+Kk (3.7)

denganm = -a/lb = (y2 1 y1)/(x2 T x1) dank = -c/b. Bentuk persamaan (3.7) ini
merupakan persamaan garis bergmad(berkemiringan)m dan memotong
sumbuQY di titik (0,k) dengark suatu bilangan realikak = 0, makag melalui
titik awal O(0,0).

Secara umum koefisiem pada persamaan (3.7) adalah sama dengan
nilai tangen dari sudut yang dibentuk antara gaudengn sumbuOX Harga
negatif terjadi, bila didapatkan seperti pada Gambar 3.2b.

Y“ Y“

v

Gambar 3.2 Gradien garis
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Misalkang memotong sumbsumbu koordiat di titik A(a,0) dan titik
B(0,b) dengana,b, 0, maka garigy dapat didefinisikan melalui titilA dan B
dengan mensubstitusikan koordinat kedua titik ini kedalam bentuk persamaan
(3.3). Dengan demikian didapat persamaan

(3.8)

@ | X
+
o<
Il
|_\

Persamaan ini selanjutnya disebpersamaan garis pemotong sursiounbu
koordinat
3.2 Normal Garis, Relasi Dua Garis, dan Berkas Garis

Misalkan garisg dalam bentuk persamaan umax+ by + ¢ = 0 dan
sebarang vektan = <a,b>. Jika dua titik berbdaP(x1,y1) danQ(xz,y2) terletak
padag, maka berlaku

axx+tbyi+c=0
ax +by+c=0.

Jadi didapat
a(x2 T x1) +b(y27y1) =0.
Padahal vektorﬁj yang segaris dengam berbentukﬁj = <X T X),(y21

y1)>. Oleh sebab itu persamaafx> i x1) + b(y2 7 y1) = 0 adalah bentuk
perkalian skalar dari

n.PQ = 0. (3.9)

Jadi setiap vektan yang berbentuk = <a,b> selalu tegaklurus terhadap garis
g dari bentuk umunax + by + ¢ = 0. Vektor normaln ini selanjutnya disebut
normal garigg dan dinotasikan dengang (Gambar 3.3).
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Gambar 3.3 Normal garis

Pandanglah dua garis dalam bentuk umum

1! ax+by+ci=0
02! axX+hy+c2=0,

maka normal garig: dang> masingmasing adalah
N1 = <az,b1> dann; = <ap,by>.

Jadi diantara dua gars dang. dapat disimpulkamnelasi dua gariberikut.

a). Garisg: sejajar g2 jika kedua normalnya berkelipatan dari yang satu
terhadap yang lain, tetapi kedua peraambukan merupakan kelipatan
antar keduanya, yaitu

ing i atauﬁ:&

atau my. = np (3.10)
a, b g b, b,

denganm; danme masingmasing gradien dari garig dange.

b). Garisg: berimpit g> jika kedua normalnya berkeli@at dari yang satu
terhadap yang lain dan kedua persamaan identik, yaitu
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a_b_¢c (3.11)

c). Garisg: dang saling berpotongan jika kedua normalnya bukan kelipatan
dari satu terhadap yang lain, yaitu

a b atau™ \ ol ataum , m,. (3.12)

a, " b, b " b,

Dalam hal ini koordinat titik potong antaa dan g> dapat ditentukan
melalui bentuk

— blcz' C1b2 _G&,-ac, |
x=—+2_12 dany=-12_"1%2 -denganab,- ba,, 0. (3.13)
a1b2 - b1a2 a1b2 - b1a2

d). Garisg: dan g> saling tegaklurus jika perkalian skalar kedua normalnya

adalah nol, yaitu
aa,+bb, =0 atau %.%Ll atau m.m,=-1. (3.14)

2

Tulislah dua garisgdan g berbentuk umum

01! ax+by+c=0
02! ax+by+ci=0

kedalam bentuk persamaan
/1(ax+by+c) +/2(aux+biy+cy) =0 (3.15)

dengan/1 dan /> konstanta real. Bentukepsamaan (3.15) adalah linier, jadi
merupakan persamaan garis (berupa garis) dan disebut s@esgamaan
berkas garistaukipas garisKarena setiap pasangan hargalanl > dalam-a
</1,/2< +a menghasilkan garis, maka garisnya disebut anggota berkas.
Adapun untuk garigarisg: dang. selanjutnya disebut basis atau anggota dasar
berkas.
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Contoh-contoh Penyajian dan Hitung Garis

a). Tentukan persamaan suatu garis dalam bentuk umum dan parametrik yang
dibangun melalui dua titik(2,3) danB(5,8).

Penyelesian:
Dengan menggunakan persamaan (3.3), diperoleh persamaan umum garis

y-3_x-2
8-3 5-2

atau X1 3yT 1=0.
Sedangkan dari bentuk (3.2) memberikan bentuk parametrik
xt)=2+3 y(lt)=3+18.
b). Tentukan persamaan eksplisit ggriselaluititik (2,3) dengan gradien
m=1 3.
Penyelesaian:

(y,- v)

Dengan menggunakan persamaan (3.4) denganm, yaitu
-

y- y;=m(x- x), kita dapatkan persamagri 3 =1 3(x 1 2) atauy =1
3x + 9.Jadi persamaan eksplisit dari gayiadalahg* y=1 3x+ 9.

c). Misalkan dua garis dalam bentuk persamaan
01t ax+by+c=0
02! ax+by+ci=0.

Carilah sudut yang dibentuk oleh kedua garis tersebut (Gambar 3.4).

YA 9 n
AN

O \ X

Gambar 3.4 Suduj merupakan sudut antara dua gatisan g
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Penyelesaian:

Sudut diantara dua garis didefinisikan sebagai sudut terkecil yang dibentuk
oleh interseksi kedua garis (Gambar 3.4). Sudut ini sama dengan sudut yang
dibentuk oleh kedua vektor normal garis, yaitu vekigktorn, = <a,b> dan

n2 = <ap,b;>. Dengan perkalian skalar kita dapatkan sudut yang dibentuk
oleh kedua vektor adalah

aa +bbh

Jadi g= arc Cos( a3 + bh

d). Tentukan persamaan garis lurus melalui titik (3,4) dan sejajar garigy6
+3=0.

Penyelesaian:

Gradien garis 1 2y + 3 = 0 adalam = 3. Oleh sebab itu persamaan garis
melalui titik (3,4) dan sejajan@ 2y + 3 = 0 adalah garis melalui titik (3,4)
dengan gradiem= 3, yaitu

Cogyy =

(yi 4)=3Ki 3) atauy = 3xi 5.

e). Misalkan dua garis berpotongan dalam bentuk persamaan

01t ax+by+c=0
02! axx+bhy+ci=0.

Carilah persamaan garis melalui titd,yo) dan titik persekutuan dari garis
yang diketahui tersebut.

Penyelesaian:
Garis yang dinyatakan dalam bentuk

/1(ax+by+c) +/2(axx + by +¢1) =0



f).
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melalui titik interseksi dua garis yang diketahui tersebut. Karena garis ini
melalui titik (Xo,Yo), maka/ 1(ax + by + €) + /2(axo + b1yo + ¢1) = 0. Hal

ini berarti untuk sebarang: dan /> tidak serentak nol padaegsamaan
tersebut, garis merupakan anggota berkas garis dan melaluixiyk). (
Oleh sebab itu kita dapat memilih harfja= (aixo + bayo + €1) dan/2 =i

(ax *+ by, + c) sehingga didapatkan persamaan garis yang diminta dalam
bentuk

(arX%o + b1yo + C1) (ax+ by +c) T (ax + byo + ¢)(aix + by + ¢1) = 0.
Tentukan persamaan garis melalui titik potong ggaigsx + 2y =12 danx
+y =13 tegaklurus terhadap garid8x + y = 1.

Penyelesaian:

Perpotongan garis + 2y =12 danx + y =i 3 adalah titik ( 4,1) dan
gradien untuk gari$3x + y = 1 adalahm = 3. Jadi garis yang dimaksud
bergradierm;.m =171 ataum; =1 1/3 dan melaluii(4,1), yaitu

yi 1=711/3 k+4)ataux+3y+1=0.

3.3 Persamaan Normal Garis (Persamaan Hess)

Misalkann = <a,b> mewupakan vektor normal gargg' ax+ by+c=0,

yaitu ng, sehinggan = ng = <a,b>. Sedangkado_ﬁ": p adalah jarak darD

tehadap garig dengan oP~ g dan vektor normal satuamy dari garisg
adalah (Gambar 3.5)

Ny =n/|n|
= ng/|n|
= Cogyi + Sing|j
o] a . + o] b

= ' 3.16
\/a2+b2| JaZ+b? . (3.10)

Nu
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Jika M(x,y) sebarang titik sepanjang gags maka persamaan normal gagis
dapat didefinisikan melalui perkalianaar terhadam, menurut salah satu
kondisi berikut.

a). Hargany .PM = 0.
<Cog,Sing> . <(xT pCosxy) ,(yT pSing)> = 0.
Jadi Cog (xT pCosg) + Sing(yT1 pSing) = x Cosg +y Singi p=0.

oP °a °b

b).Harga|O—P|:p:w.nuzw.(‘_‘):q,w.< >
oP

JaZ+b? ’\/a2+b2
Jadi p= <x,y>.<Cogy,Sing> =x Cosg +Yy Sing.

Kesimpulannyapersamaan normal gagsadalah

xCosg +y Singi p=0 (3.17)
atau
°a °b

X +

ip=0.
JaZ+b? Jal+b? yip

i

gl ax+by+

jli (X!

O X

Gambar 3.5 Persamaan normal garis
Dari garisg yang dinyatakan dalam bentuk umum

g! ax+by+c=0
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dan bentuk normal
g! xCoxg+ySingip =0,
maka dapat disimpulkasecara umurbeberapa hal berikut.

a). Berdasarkan persamaan (3.17), maka nilai perbandingan dari keefisien
koefisien kedua persamaan garis adalah

Cosg _ Sig _-p__ "1 (3.17a)

a b c aZ+b?

b). Dari (a), jarak dai® terhadap garig adalah:

|

p= : (3.17b)
c). Dari (a)kosinus arah normaarisdinyatakan oleh
a = Coyg = 2 ataub = Sing = b (3.17)

Contohcontoh Hitung Persamaan Normal Garis

a). Tentukan persamaan garis yang dibangun melalui duaA(#gK) dan
B(5,5) dalam bentuk normal.

Penyelesaian:
Penyajian dalam bentuk umum dari garis mela(@,1) danB(5,5) adalah

X=2_Y-1gtau &i 3yi 5=0.
5-2 5-1

Dalam bentuk normal (3.17) diperoleh (4%)3/5y + 1 = 0.
b). Tentukan jarak titik awdD(0,0) terhadap garis hasil (a) tersebut.

Penyelesaian:

Dari bentuk (3.17b), jara® terhadap garis adalap = [¢] =1.
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3.4 Segmen Garis dan Jarak Titik terhadap Garis

Penyajian segmen garis yang dibangun oleh dua titik beryeds.)
dan B(x,y2) sebagai titik ujungditik ujung segmen garis, dapat dinyatakan
sebagai tempat kedudukan titikk P(x,y) berikut(Gambar 3.6)

1- )AX, Y) +EB(X,, Y,) = P(X,Y) | (3.18)
dengart | [0,1] atau identik dalam bentuk parametrik

X(t) = (17 e +txe (3.19)
y(t) = (AT hyr +ty2

denganC t¢ 1.

Y 4

Gambar 3.6 Rgajian segmen garis

Sedangkan jara#t dari titik A terhadap titikB adalah

d=|AB=(% - %)?+(¥,- %)*. (3.20)

Proyeksi titik C(x,y) terhadap segmen gariaB, ditulis P(C,AB) =
Coxpyp ) di def i ni cyekk artogosaledaratdile ke garis yang
didukung AB. Sedangkan jarak titi€(x,y) terhadap segmen gar&B, ditulis
d(C, AB), didefinisikan sebagai (Gambar 3.7)

a). jika proyeksP(C, AB) terletak diAB, makad(C, AB) = d(C,P(C, AB)),
b). jika tidak (a), maka(C, AB) = min{d(C,A), d(C,B)}.
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¢
D
\\\ \\\\ \“/ B
\\\ i Co
A
--"Do
P(D, AB) = Db P(C, AB) =Cb

d(D, AB) =d(D,A) d(C, AB) =d(C,Cd )
Gambar 3.7 Proyeksi dan jarak titik ke segmen garis

Sedangkan proyeksi titilP(x,y) ke garisg ! ax + by + ¢ = 0, yaitu titik
P6X0YH, dapat ditentukan dengan cara:
a). menarik garie melaluiP secara tegaklurus terhadggalam persamaan

h1yl yp=mh(XT Xp) denganm, =1 (1/my);
b). menghitung titik potong danh, sehingga diperoleh koordin&b xpyp ) .

Adapun untuk mencaformulasi jarakd dari titik P(Xo,Yo) ke garisg* ax+ by
+ ¢ = 0, dapat dihitung melalui prosedur berikut (Gambar 3.8).
a). Tulis garisg* ax+ by + ¢ = 0 dalam bentuk normal Hess dengan normal
satuan
°a °b
Au= <\/a2 +b? *Ja? +b? Z

°a °b °c
Sehlngga gl ,aZ +b2 X + la2+b2 y + la2+b2 = 0
atau g! xCosg+ySing=p.

b).Melalui titik P(X,yo) dan nornah, dapat dibangun garg@//g dalam bentuk:
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011 X Coxg+Yy,Sing=p° d.

Oleh sebab itu jarak titi® terhadap garigg adalah jarak antara gargs
terhadayy, yaitu:

_ ax,tby,+c
°d=%Coxg+YyoSing -p = W-
Jadi didapat
[ax, +by, +d

d= \/m ) (3.21)

N =X
Gambar 3.8 Jarak titik terhadap garis

Contoh-contoh Hitung Jarak Titik terhadap Garis

a). Tentukan jarak dari gagst 2x + 3y + 8 = 0 terhadap titilk(4,5) danB(1,-
4).
Penyelesaian:

Misal jarak garigy terhadap titikA danB masingmasing adalakl; dand; ,
maka

B lax, +by, +¢| B 2(4)+3(5)+§ 31
|2(1) +3(- 4 +§ 2
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b). Tentukan persamaan garis bagi sudut yang dibangun aislygadx i 3y
+12 =0damg.! 3xT 4y + 8 = 0 pada daerah yang memuat titik awal.

Penyelesaian:

Pada daerah yang memuat titik awal, arah normal garis saling searah. Hal

ini ditunjukkan dari hitung jarakl; dand, bahwa masingnasing bilangan
didalam targa mutlak adalah positip, yaitu

|4(0) - 3(0)+12 13(0) - 43(0)+§
d>= /—42 +C 3)2 dandx = /—32 (- 4)2
Oleh sebab itu dengan memenuhi kondisi jarak #{ky) anggota garis
yang dicari adalah sama terhad@apdan g>, maka persamaan garis yang
dicari adalah

4x- 3y+12 _ 3x- 4y+8
5 - 5 ataux+y+4=0.

3.5 Persamaan Kutub Garis

Persamaan garig melalui kutub O membentuk suduat terhadap
sumbu kutub dinyatakan sebagar g (Gambar 3.9a).

A2

p/3 S_u glk_)u
’;78(-1,

(@) (b)

Gambar 3.9 Garis melalui kutub

a Symbu

Titik A di g yang jaraknya 2 (dua) satuan terha@amah positip pusat
kutub O dan sudut polarg = p/3 (Gambar 3.9b) dinyatakan dengaf2,p/3)
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dan titik B sejauh 1 (satu) satuan arah negatif terhadap pusat Ktub
dinyatakan sebag#&i(-1, p/3).

Jika garigg tidak melaluiO, makag berjarakd > 0 dari kuub. Misalkan
g adalahbesarnya sudut polar suatu gdriegaklurusg, maka sebarang titik
P(r,q) di g dapat dinyatakan dengan bentuk (Gambar 3.10a)

d
r'=Cosg-q,) - (3.22)

Persamaan (3.22) selanjutnya disebut sebpgaamaan kub garis Dalam
hal ini r dapat kita pandang sebagai variabel terikat gldipandang sebagai
variabel bebas dari persamaan ggris

th= =
! 9
d
o) a > o) d > O >
r= d/[Cos(a-\ - r = diiCosay r= g
(a) (b) (c)

Gambar 3.10 Persamalamub garis
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BAB 4
BENDA KUADRATIS BIDANG

Kurvakurva bidang hasil dari interseksi kerucut dan bidang pada
berbagai posisi (tidak hanya melalui puncak kerucut) disebut irisan kerucut
(Gambar 4.1). Irisan kerucut memiliki sHsifat pokok yang menarikyaitu
bahwa setiap irisan kerucut (kecuali lingkaran) merupakan tempat kedudukan
titik-titik di bidang dengan rasio jarak dari titik tertentu (fokus kerucut) dan
garis tertentu (direktrik) adalah konstan.

Dalam setiap pembahasan potongan kerucut ini,sibelia topik
berikut. Pertama, kita formulasikan persamaan lingkaran, elips, hiperbola dan
parabola dalam bentuk koordinat Cartesius, parametrik dan polar. Selanjutnya,
didiskusikan interseksi antara masimgsing potongan kerucut tersebut
terhadap garisurus. Adapun penjelasan detailnya, diuraikan berikut ini.

Lingkaran Hiperbola

-

Elips——=—==—=--""

Gambar 4.1 Potongan kerucut

4.1 Lingkaran

Definisi 4.1: Lingkaran adalah himpunan tittkik di bidang yang jaraknya
terhadap titik tertentu tetap. Titik tetap ini selanjutnya disebut
pusat lingkaran.
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Dari definisi tersebut, jikaP(x,y) sebarang titik pada lingkaran berpusat di
0(0,0), maka bentuk persamdargkaran yang didapat adalah (Gambar 4.2a)

0P| =
X+ Yy =1 ataux® + y* =r? (4.1)
dengarr disebut jarjari lingkaran.

Sedangkan jika pusatnya Bja,b), maka persamaan lingkaran dinyatakan oleh
bentuk Gambar 4.2b)

(xT a2+ (yi b)2=r2 (4.2)
Ruas kiri bila diuraikan mendapatkan bentuk
X2+ Y27 2axi 2by+ (@ +b?i r?) = 0. (4.3)

Jadi persamaan umum lingkaran dapat ditulis sebagai

X2 +y?+Ax+By+C=0 (4.4)
dengan
A=1T 2a (4.4a)
B=1i 2b (4.4b)
C=(a%+Db?i r?). (4.4c)
VA vA
‘ Q) i
v >
Y
(a) (b)

Gambar 4.2 Lingkaran
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Untuk sebaliknya, jika diketahui persaan lingkaran? + y? + Ax+ By + C =
0, maka

(@ + Ax+ Y4A?) + (y2 + By + ¥4B?) = (VA2 + Y4B? T C)
atau
(X+Y2A)2 + (y + ¥2B)2 = (VaA2 + Y4B? 1 C).

Kesimpulannya, pusat lingkaran tersebut adaléh A, 7 ¥2 B) dengan jarjari

_ 1, 1p
r= ZA +ZB-C (4.5)

Hasil ini adalah identik dengan bentuk kesamaan (4.4a,b,c) untuk lingkaran
yang berpusat di titika(b) dan berjarjarir.
Dari persamaan (4.5) dapat disimpulkan beberapa hal berikut:
a). jika (VaA? + ¥4B?1 C) > 0, maka lhgkaran yang didapat adalah nyata;
b). jika (VaA%2 + ¥4B? 1 C) = 0, didapatkan sebuabh titik;
c). jika (VaA% + v4B21 C) < 0, kita dapatkan lingkaran imajiner.

Penyajian lingkaran dalam bentuk parametrik bejgrir berpusat di
0(0,0) dirumuskan sebagai

x(g) =r Cosg
y(@) =1 Sing (4.6a)

dengan 0¢ g ¢ 2p. Sedangkan dalam bentuk polar (kutub), untuk lingkaran

berpusat di kutub dinyatakan dengas r dan jika pusatnya d?(r,q), maka
dihitung melalui rumus kosinus berikut (Gambar 4.3a)

P o1 +[08 - 2[o0joF cost PoL

2 = r2+r2 1 2rrCos@i g)



4  Beberapa bentuk systerdikat
0

atau
r = 2rCos@i q).
Dengan demikian persamaan lingkaran berbentuk polar pusatnié,di)

dinyatakan oleh bentuk
r =2rCos@ 1 q). (4.6b)

Om R miu kutub
v Sumbu kutub ©
r = 2r Cos( -do) r=2r Coyg r = 2rSing

(@) (b) (c)
Gambar 4.3 Penyajian lingkaran bentuk polar

Misalkansuatu lingkaran? + y? = r?2 dan persamaan gans= mx+ k.
Jika garis diiriskan pada lingkaran, maka didapat persamaan

(1 +m) + (2mKRx + (KT r2) = 0. 4.7)

Persamaan (4.7) memberikan tafsiran geometrik berikut:
a). jikaD > 0, garismemotong lingkaran di dua titik real;

b). jikaD = 0, didapat garis singgung lingkaran;

c). jikaD < 0, garis memotong lingkaran di dua titik imajiner.

Hal menarik pada kasus (b), jika gradien garisdiketahui, maka
konstant& dari garis singgung dapaicdri dengan kondisi

D=Ki r(1+m) =0
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atau

k="° ry1+nY _

Jadi persamaan garis singgung yang dimaksud adalah
y=mx® ryl+m’ (4.8)

Prosedur hitung ini dapat dilakukan untuk kasus umum perpotongan antara
lingkaran berbentuk

(xT a)?+ (yi b)?=r2
dan garis

y=mx+ k.

Misalkan lingkaranx? + y?> = r?, maka persamaan garis singgung
melalui titik R(xr,yr) pada lingkaran dapat ditentukan menurut prosedur
berikut.

1. Tentukan dua titikP(x1,y1) dan Q(xz,y2) di lingkaran, maka garis melalui
kedua titik tersebut adalah
. _ Y- Y1 .
yiyi= Xz_' X (XT Xa). (4.9)

2. KarenaP dan Q di lingkaran maka keduanya memenuhi persamaan
lingkaran, yaitu

X2+ Y12 = X2 + Y2 = 12

atau
Yom Vi aX%tX
+Y,

)
g (4.10)
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3. Jika titik P danQ berimpit diR, makaxg = X1 = X2 danyr = y1 = y». Jadi dari
persamaan (4.9) dan (4.10) didapatkan persamaan garis singdrR(Rg \)
sebagai berikut

XRX + YRY =2 (4.11)

Contoh-contoh Hitung Lingkaran

a). Evaluasi bentuk persamaén+ y* + 4x7 6yi 12 = 0.
Penyelesaian:
Bentuk tersebut identik dengan

(C+4x+4)+ (2T 6y+9)=12+4+9
atau
(x+2¢ + (yi 3% = 25.
Jadi persamaan dimaksudasah lingkaran berpusat d2(3) berjarijari 5.

b). Carilah persamaan lingkaran melalui tRd.,0),Q(0,1) danR(2,2).

Penyelesaian:
Misalkan persamaan lingkaran berbentuk formulasi (4.4), maka lingkaran
melalui ketiga titik tersebut memenuhi

Titik (xy) A X*+y?>+Ax+By+C =0

P(1,00 A 1 +A +C =0

Q01 A 1 +B+C =0

R22 A 4+4 +2A+2B+C =0.

Melalui substitusi (eliminasi) tiga persamaan terakhir, maka dapat
ditentukan nilainilai koefisienA, B danC dari persamaan (4.4), yaitu
A=B=17/3
dan
C =4/3.
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Penyelesaian lain, dapat dilakukan dengan cara mencari determinan dari
bentuk persamaan (4.4) hasil substitusi sebarangP{ikiky1), Q(x2,y2) dan
R(x3,ys) berikut

XX+y? x y
2 + 2

Xl yl Xl yl
2 2

X2 + y2 X2 y2
2 2

X5 +Ys X Y

[ S S N Y

Dengan demikian melalui ketiga titik tersebut didapatkan persamaan
lingkaran dalam bentulk? + y?1 7/3x1 7/3y + 4/3 = 0.

4.2 Elips

Untuk membangun suatu elips melalui formulasi aljabar, dapat kita
gunakan definisdefinisi elipsberikut ini.

Definisi 4.2 Elips adalah himpunan titilitik yang jumlah jaraknya terhadap
dua titik tertentu (fokus elips) besarnya tetap.

Misalkan elips dengan fokusi(-c,0) danF>(c,0) dan jumlah jaraknya untuk
sebarang titio(x,y) di elips adalalﬁP_ﬁHP_Fz‘ =2a, maka (Gambar 4.4)

P

+  |PR

= 2a (4.12)

Jx+o+y? +(x- 02 +y? =2a
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(x+c)’+y*=2a - |/(x- )’ +y®
(x+0)P+y? =42’ - 4ay(x- )P +y? + (x- 0 +y”
x* +2cx+c? = 4a’® - 4a\/m + x%- 2cx+c?
a’ - cx:a\/m atau a - gx: m

Jadi jika kedua ruas dikuadratkan dan disederhanakan, didapat

X2
a2

y?
+ > =1 (4.13)

Q

A

Gambar 4.4 Elips

DalamDF1PF; berlaku hubungal’(']F1P|+|PF2|)6|F1F2| sehingga & > 2c ataua >

c. Dengan demikiapada persamaan (4.13) disimpulkan bahwa penyabiit (
¢?) > 0 mempunyai harga akar berikut

b=ya'- ¢ gtau @2=1? +2 (4.14)

Oleh sebab itu persamaan elips (4.13) dapat dinyatakan secara umum

X2 y2
§+§=L (4.15)
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Persamaan (4.15) adalah elips berpusa®©@@,0) memotong sumbsumbu
koordinat di titik ¢a,0) dan (0°b) dengan sumbu panjanga 2Zlan sumbu
pendeknya B
Dari sifatsifat geometrik definisi 1, memberikan bentuk aljabar
persamaan (4.15) eBaliknya, jikax dany memenuhi bentuk (4.15) dengan 0 <
c < a, maka berlaku
2 2

y2=(a - )2 ;zx : (4.16)

Bentuk (4.16) jika disubstitusikan dalam akar berikut diperoleh

N Cc

‘|:>|:1 = J(x+c)? +y? = a+—x (4.16a)
_ Cc

‘PFZ‘ = (X- C)2 + y2 =|a- g X | (416b)

Jikax terletak dii a ¢ x ¢ a, makaPF dan PF, terletak dia + c danai c. Oleh
sebab itu harga mutlak dafiF, dan PF, masingmasing adalah

— _ Cc D — _ ) E
PR =a+—X dan \PFz\ =a- ox (4.17)
Jadi ‘P_Fl +‘P_F2 =2a memenuhi sifasifat geometrik definisi 1. Kesimpulannya,

sifat-sifat aljabar dan geometrik dari elips tersebut adalah ekivalen.

Jika titik pusat elips tidak dD(0,0), tetapi misalnya dd6@,q) dengan
sumbusumbu simetri elips sejajar sumX dan OY, maka koordinat baru
untuk elips dapat dinyatakan sebagai (Gambar 4.5)

X =xT pdanyd 4 q

dengan sumbgumbu koordinat barunya adal@@xé doa&va. Adapun
persamaan elips dalasnmbusumbu baru ini, dinyatakan oleh bentuk

u

I
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1 X 1.
2 T ataue T (4.18)

tergantung dari sumbu panjang atau pendek yang mendefinisikannya.

Ya Y0

/-\gﬁ\rﬂx@qﬁyﬁ ) =
VA

A

A
v

Gambar 4.5 Elips berpusat di titijg,q)
Definisi 4.3: Elips adalah himpunan titiktik yang perbandingan jaraknya
terhadap suatu titik tertentu (fokus) dan suatu garis tertentu
(direktrik) adalah konstan (tetap).

Jika titik P(xp,yp) di elips, maka jaral ke F1(-c,0) danFx(c,0) adalah (Gambar
4.6)

2

=(x, +cf +(y,)

=(x, - f +(y,f
sehingga
e PR 8= (Pe PR PR eox)

Padahal harga

=2a (4.19a)

maka daritu
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fpe-pe)- 22

A (4.19b)
Dari persamaan (4.19a,b) disimpulkan
— _caa’ o)
‘PFl _géﬁc_-'_xpg
— _caa’ 9)
‘PFz‘:g‘%_' X, 8 (4.20)
(; -
Oleh karena 0 € < a, jadi berlaku hubungan
PF, PF, c
7 = =57 e = konstarx1 (4.21)
(7+XP) (7' XP)
c c
atau
PR |PF,
— = — = ex<l1l
P3[R

dengare disebut bilangan eksentrisitas elips harganya lebih kecil dari satu. Hal

ini berarti elips adalah himpunan tiikik yang perbandingan jaraknya
terhadap fokus dan direktrik adalah konstan.



4  Beberapa bentuk systerdikat

v
Eksentrisitas Elips (e) =c/a< 1
Gambar 4.6 Elips dengan gagaris direktrik g dan h

Elips berpusat dD(0,0), sumbu panjangnya2lan sumbu pendekb?
dalam bentuk parametrik dinyatakan oleh

X =acoy
y=bsing (4.22)

dengang suatu variabel parameter dar€ @y ¢ 2p. Sedangkan penyajian elips
dalam koordinat polar ditentukan melalui perhitungan berikut.

Misalkan fokus elipg- berada di kutub dan garis direktriknya berjarak
d dari kutub, maka menurut persamaan (4.21) berlaku bahwa perbandingan
jarak sebarang titile(r,qg) di elips ke fokus terhadap garis direktriknya adalah
konstan, yaitu (Gambar 4.7)

‘P—_F‘ e atau‘ﬁ‘ = e3 ‘ﬁ)‘

[Po

r =el[di r Cos@i @)
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atau
;o= ed
1+ eCOiq- qo) (423)
dengan nilai eksentrisit@adalam interval 0 €< 1.
Gambar 4.7 Elips dalam koordinat polar

Misalkan suatu elips

XY

7 et (4.24)

dan persamaan gagss mx+ k. Jika keduang diiriskan didapat bentuk
(mPa? + b?) X2 + (2a°mK) x + (mPa? i a’b?) = 0. (4.25)

Jika gradien garisn diketahui, maka konstantagaris singgung dapat dicari
melalui kondisi diskriminan

D=nmfa?+b%i k*=0

atau

k=°,mfa® +b* -
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Jadi gersamaan garis singgung yang dimaksud adalah

y=mx° nfa? +b?- (4.26)

Prosedur untuk mendapatkan persamaan garis singgung e(xiikr)
pada elips (4.24) adalah identik dengan prosedur mencari persamaan garis
singgung melalui titikR(xg,yr) pada lingkararx® + y? = r? yang hasilnya
ditunjukkan pada persamaan (4.11). Oleh sebab itu persamaan garis singgung
melalui titik R(Xr,yr) pada elips (4.24) didapat

XX . YrY _
2 Ty b (4.27)
Contohcontoh Hitung Elips

a). Tentkan persamaan elips yang simetri terhadap sumlberfokus di
sumbuX sebesac = 9 satuan dan eksentrisi@as 3/4.

Penyelesaian:
Nilai e = c/a = 3/4, maka ¥ = 3/4 ataua = 12. Karena? = b? + ¢?, maka
didapat hargé sebagai berikut

b?=a?i c? ataub = 063.

2 2
Jadi persamaan elips yang dicari adalléh+ é =

b). Evaluasi bentukxd + 4y? + 36xi 8y + 4 = 0.
Penyelesaian:
Jika kita nyatakan dalam bentuk kuadrat, didapat
Ox?+ 4y’ + 36xT1 8y+4=0
A%+ 4x+ 4) + 4¢°T 2y+ 1) = 36

atau
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(x+2)* L - 1)? _1
4 9 '

Jadi elips tersebut berpusat d2,0). Jika relasi koordinat baru dengan
koordinat lama diformulasikan

X=x+2; yb y¥1l

maka didapat persamaan elips baru

Dengan demikianitik-titik potong elips terhadap sumisumbu baruxd
danY6 a d a20pdan ((7,3) dengan titik fokusnya dihitung sebagai
berikut. Karena

a? = 9 danb? = 4,

maka

c=a-b=45"

Jadi fokusnya berada pada titik%(@5) di sumbu barlyd a t taiku(-2,d i
1° 36) menurut koordinat lam4OY.

. Tentukan persamaan garis singgung pada eligs+ 8y> = 36 dan sejajar

terhadap garis X2 3y+ 8 = 0.
Penyelesaian:

Bentuk persamaan garisXlP 3y + 8 = 0 identik dengag = 4x i 8. Jadi
gradien garisinggung dimaksud adalah = 4. Sedang persamaan umum
elips didapatkan
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2 2
X_+y_:1_
9 6

Jadi menurut bentuk (4.26), persamaan garis singgung elips yang dimaksud
adalah

y = mx° ,/nra’ + b’ =4x° 4/150-
4.3 Hiperbola

Definisi 4.4 Hiperbola adalah himpunatitik-titik yang selisih jaraknya
terhadap dua titik tertentu (fokus hiperbola) besarnya tetap.

Misalkan hiperbola dengan fokuB;(c,0) dan F2(-c,0) dan selisih

jaraknya untuk sebarang titi(x,y) di hiperbola adalal“P_F1 - ‘P_FZ =2a, maka
(Gamba 4.8)
PF| - [PF,|=2a (4.28)

Jix+0?+y2 - J(x- 0 +y* = 2a

atau

Z 4 =1
a a -o¢C

X2 y2
2

Gambar 4.8 Hiperbola
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Dalam DF1PF; berlaku hubungar\":P|- |PF: |)31F1F2| sehingga & < 2c ataua
< ¢. Dengan demikian pada gamaan (4.28) disimpulkan bahwa penyehtit (
i ¢? <0 mempunyai harga akar berikut

i 2=ib?. (4.29)

Persamaan hiperbola didapat

X2 y2
poirel 1. (4.30)

Persamaan (4.30) adalah hiperbola berpus#&(@j0) dan tidk ada bagian
hiperbola yang terletak diantaxa i a danx = a.

Dari sifatsifat geometrik definisi 1, memberikan bentuk aljabar
persamaan (4.30). Sebaliknya, misalkan sebarand’{itiy) memenuhi bentuk

(4.30), maka panjan§F dan PF: diketahui

PE|=Jixroy + v =|a+ £ x (4.31a)
PR = Jx- o +y = |a- Sx (4.31b)

denganx terletak didaeralx < -a ataux > a. Harga mutlak dari persamaaa
(4.31) adalah
a). untukx > a berlaku

PR =a+ § X (432a)

‘P_FZ‘ =-a+x
a
b) untukx <7 aberlaku

PR=-(a+ % (4.32b)
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‘P_Fz‘=a- gx.

Jadi dari (4.32) dapat disimpulakan bahwa jkali daerahx > a berlaku

PF|- [PR.|=2a gan jikaP di daeratx <i a berlaku|PF|- [PR| =22 Hal ini
berarti memenuhi sifagifat geometrik definisi 1. Kesimpulannya, siifat
aljabar dan geometrik dari hiperbola tersebut adalah ekivalen.

Jika titik pusat simetri hiperbola tidak @(0,0), tetapi misalnya di
Odp,q), maka koordinat baru untuk hiperbola dinyatakan sebagai

X =XxT pdanyd y¥q

dengan sumbgumbu koordinat barunya adal@@dXé doa&va. Adapun ur
persamaan hiperbola dalam sursumbu baru ini, dinyatakan oleh bentuk

Xy

a2 b

atau

Xl2 yl2

v 2 =4 (4.33)

Definisi 4.5: Hiperbola adalah himpunan titikik yang perbandingan
jaraknya terhadap suatu titik tertentu (fokus) dan suatu garis
tertentu (direktrik) adalah konstan (tetap) yang harganya lebih
besar darsatu.

Misalkan titik P(xp,yp) di hiperbola, maka jaral ke Fi(-c,0) dan
F2(c,0) masingmasing adalah (Gambar 4.9)

"=l e v,

PRI =(x, - cf + (v,

P

sehingga
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47 - PR 8= (P PRINPR- PR = aex).
Padahal diketahui harga

PF|- [PR|=2a (4.33a)
maka dari itu

=

GPFl‘J"PFzD:( );pc)- (4.33b)

Dari persamaan (4.33a,b) disimpulkan

2

— _cdaa o)
PRI= 28, 18
_cd 8a’°g @
‘PFz‘ _g_é% ng-'- ng (4.34)
Oleh karena‘ﬁ =2C dan QP_E - P_Fz‘)=za sehinggalFle|>(JPF1|' |PF2|), maka

berlaku hubungan

PF PF, c
— - = — = e = konstarrl 4.35)
(‘lz+x) a da’g 0 a “
c P %%8"'&8
¢ &-r =
atau
PF

— P_F2 =e>1.
Pqd PR

Hal ini berarti hiperbola adalah himpunan ttikk yang perbandingan

jaraknya terhadap fokus dan direktrik adalah kam$erharga lebih besar dari
satu.
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Eksentrisitas Hiperbola (e) =c/a>1
Gambar 4.9 Hiperbola dengan gagexis direktrikg danh

Hiperbola berpusat dd(0,0), dalam bentuk parametrik dinyatakan oleh
penyajian berikut

X=aseq

y =btang, (4.36)

dengang suati variabel parameter dan ® g ¢ p/2. Sedangkan penyajian
hiperbola dalam koordinat polar seperti diberikan oleh bentuk elips, yaitu

r = el[di r Cos@i @)]
atau
ed

" T1vecosg-q) (4.37)

dengan d adalah jarak fokus di kutub terhadapre#firiknya dan nilai
eksentrisitag > 1.
Seperti halnya pada elips, misalkan suatu hiperbola

X Y _
7 ot (4.38)
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dan persamaan gagys- mx+ k. Jika keduanya diiriskan didapat bentuk
(mPa2i b?)x? + (2a’mRx + (mfa? + a’b?) = 0. (4.39)

Jika gradien garisn diketahui, maka konstantagaris singgung dapat dicari
melalui kondisi diskriminan

D = 42 (i @2mP+ b2 +K2) =0
atau

k=°nra’- b*-

Jadi persamaan garis singgung yang dimaksud adalah

y=mx° nfa’- b*- (4.40)

Prosedur untuk mendapatkan persamaan garis singgung e(xitil¢r)
pada hiperbola (4.40) adalah identik dengan prosedur mencari persamaan garis
singgung melalui titikR(xr,yr) pada lingkaran atau elips. Dalam hal ini,
didapat bentuk

XX YaY _
- (4.41)

Contoh-contoh Hitung Hiperbola
a). Tentukan persamaan hiperbola dengan pusat sim&(0dl), titik api di
sumbuX sejauh 10 dan garis asimtotiknya ° 3/4 x.

Penyelesaian:

2 2

Jika persamaan hiperbola dalaentuk 2 = 2 =1 dan garis asimtotily =

° mx maka titik potongnya diperoleh di tak terhingga melalui perhitungan
persamaan

(%7 an?)x? = a’b?

dengan kondisi
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(0?1 a®m?) =0
atau
m="° b/a.

Oleh sebab itu karena garis asimiaty = ° 3/4x, makab/a = 3/4. Karena
dalam hiperbola berlako? = ¢ a? > 0, maka

b? = 1007 (16/9)? ataub = 6 dana = 8.

Jadi hiperbola dimaksud adalah

b). Evaluasi persamaan dalam benttik 4y* + 2x+ 8y1 7 = 0.
Penyelesaian:
Bentuk tersebut dapat dinyatakan sebagai

X2T 4y + 22X+ 81 7=0
(C+2X+1)T 42T 2y+1)=7+1i 4
atau
(x+D)°

2 ()=

Dengan demikian dapat dinyatakan dalam koordinat baru
X =x+1danyd yi 1

X|2

yl2
sehingga - 7 =1

menyajikan hiperbola dengan pugat =6 0 7 Q=-& daayw 1 dan
memiliki nilai a®> = 4, b> = 1 danc® = @ + b?> = 5. Sedangkan garis
asimtotiknya masingnasing adalahx¢ / i2yp = &6 /d29n = O .
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4.4 Pambola

Definisi 4.6. Parabola adalah himpunan tHikik di bidang yang berjarak
sama dari titik tetap (fokus parabola) dan garis tertentu
(direktrik).

Misalkan fokusF suatu parabola di sumbiadan tegaklurus terhadap
garis direktrikg (Gambar 4.10)Titik pangkal (0,0) merupakan titik tengah
dari F dan g, sedangkan jarak terhadapg sebesar 2 maka koordinat
adalahF(0,p) dan garig dinyatakan oleh persamagrs i p. Dengan demikian
menurut definisi 3, sebarang titikxgy) terdapat di paraboléikp dan hanya jika
P memenuhi kondisi

PF=PQ (4.42)
dengamQ(x,-p). Karena harga

PR =X +y- o
dan

PQ =J(y +p)’ (4.43)

maka persamaan untuk parabola berpuncak di (0,0) yang dimaksud adalah

X2 = 4dpy. (4.44)
Y A

F(Op)

Direktrik : y = - Q(x,-p)

v

Gambar 4.10 Parabola
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Sebaliknya jika bentuk (4.44) dipgm, maka

[PF| = X +(y - p)* = J4py+(y*- 2yp+p®) = (y+p)’ =[PQ

Sehubungan dengan persamaan hiperbola (4.35) atau elips, maka dapat
disimpulkan bahwa perbandingan jarak tifxy) pada parabola ke fokus
terhadap direktrik adalah konstan berharga satu, yaitu

PF _ .
‘pq (4.45)

dengane eksentrisitas dari parabola. Dengan demikian suatu parabola dapat
didefinisikan sebagai himpunan tiikik yang perbandingan jaraknya terhadap
fokus dan direktrik adalah satu.

Dalam Gambar 4.11, kita sajikan beberapa contohapgan parabola
dengan fokus di sumbu koordinat yang berbeda.

'S
Direktrik: x =

YA |
_______________________ P YYST
DirektriLc y =]3 -
- VX : L
. F(O -
K % ,,\(

v

v

<
<

(a). Parabolax- = -4 py (b). Parabolay” = -4 px
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Y

»

Direktrik: X = ! /
! F(0

- NPy

<_I_

v

(c). Parabolay? = 4 px
Gambar 4.11 Beberapa contoh persamaan parabola

Jika titik puncak paraboladak di O(0,0), tetapi misalnya dDO6r(s)
dengan sumbu simetri parabola sejajar salah satu s@Xbatau OY, maka
koordinat baru untuk parabola dinyatakan sebagai

X =xi rdanyd y¥s
dengan sumbgumbu koordinat barunya adal@@xé doava . A dusiyku n
persamaan parabola (4.44) dalam swwsinmbu baru ini, dinyatakan oleh
bentuk

(62 4pyd
atau
(X1 r)?=4p(yT 9). (4.46)

Persamaan parabola dalam bentuk parametrik dinyatakan oleh persamaan
berikut

X = tarfq

y=° 2y ptang (4.47)
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dengang suatu variabel parameter dan¢0g ¢ p/2. Sedangkan penyajian
parabola dalam koordinat polar seperti diberikan oleh bentuk elips dan
hiperbola, yaitu

r = el[di rCos@i @)

atau
ed

/’ =
1+e Cosg- 4,)

(4.48)

dergan d adalah jarak fokus di kutub terhadap direktriknya dan nilai
eksentrisitag = 1.

Contohcontoh Hitung Parabola
a). Carilah persamaan parabola yang dibangun melalui garis direktbk= 0
dan fokusnya-(6,2).

Penyelesaian:

Misalkan titik P(x,y) pada parabola, maka menurut definisi harus dipenuhi
hubungan jaral ke F dan ke garis direktrik i 5 = 0 adalah sama, yaitu

JOx- 67 +(y- 2" =] x- 5]
atau

(XT 6P+ (yi 2% = (xi 5)
V2T 4yi 2x+ 15=0.

Jadi parabola dimaksud adalghi 4yi 2x+ 15 = 0.

b). Evaluasi bentuk parabola berikst x? + 4x.
Penyelesaian:
Jika dinyatakan dengan kuadrat sempurna didapat bentuk

y+4=+25.

Dari bentuk (1.20), yaitu(i r)>=4p(yi s), dapat disimpulkan bahwa



Bagian| 63

r=12, s=i 4 danp=1/4.

Jadi puncak parabola adaldi}2,-4) dengan sumbu simetxi= 72 dan
fokus terletak sejauh 1/4 satuan dari puncak, y&t2, (-3,75)).

Yo 4

v Vv

Gambar 4.12 Grafik parabojae X2 + 4x.
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BAB 5
PENYAJIAN BID ANG DAN GARIS
DI RUANG

Formulasi bidang banyak digunakan dalam desain permukaan-benda
benda industri. Hal ini dikarenakan bentuk kompekemponen benda
dimaksud umumnya terkonstruksi dari beberapa potongan bentuk kubus,
balok, prisma, limas, ataupunbidang poligon, sehingga untuk
memodelisasikannya diperlukan penyajian bentuk bidang. Selain itu untuk
keperluan hitung volume benda tersebut, juga diperlukan adanya perhitungan
deteksi ukuran segmen garis interseksi antar bittaaeng batas benda dan
hitung ukuran jarak/ketinggian benda, maupun arah bidang batasnya. Oleh
karenanya studi tentang penyajian bidang dan garis di ruang, lebih lanjut perlu
dikenalkan.

Tujuan studi dalam bab ini adalah untuk dapat memahami pengertian
kosinus arah vektor satugdi ruang) dan mampu menggunakannya dalam
membangun persamaan umum bidang. Selain itu, melalui vektor normal
bidang yang diketahui dan jarak bidang terhadap titik awal, kita mampu
membangun bentuk formula Hess untuk penyajian bidang. Di lain pihak dalam
perhitungan garis di ruang, kita mendapatkan formula garis dalam bentuk
vektorial, ataupun bentuk proporsional. Uraian detailnya adalah berikut ini.

5.1 Kosinus Arah

Definisi 2.1: Kosinus arah dari vektor satuaradalah ukuratukuran aljabar
dari proyeks vektor satuaru ke vektori, ] dank masingmasing pada
sumbusumbuOX, OY danOZ

Misalkanu = Ai + B + C k = <AB,C> denganu| = 1, maka kosinus
arahu menurut definisi tersebut adalah (Gambar 5.1)

. : °A
Cosa = (u.)/(ul i) = - - = (5.1)
A°+B° +C
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: . °B
Cosb = (j)/(ulli) =
A? +B? + C?
°C
Cosg = (u.k)/(lul k) =
A? +B? + C?

dengana, b dan g masingmasing merupakan sudut yang dibentuk antara
vektoru terhadap sumb@X, OY danOZ

Gambar 5.1 Kosimsiarah vektor satuan

5.2 Persamaan Umum Bidang

Dalam sistem aksioma geometri Euclid disebutkan bahwa melalui tiga
titik berbeda tidak pada satu garis, tepat dapat dibangun sebuah bidang.
Berdasar pada aksioma ini, kita tentukan persamaan bidargitb Pandang
tiga titik berbeda tidak segaris di ruang, yaitu titik 1B(xz1), Q(x,y2,2z2) dan
R(xs,y3,23) sehingga vektor (Gambar 5.2)

PQ=<(X,- %),(¥, - ¥:).(2, - 2)>
= < Xpg:s Ypq:1Zpg >
PR=<(X;- %),(Ys - Y1).(z - 2)>

= < Xpr1 Ypr1 Zpr = -

(5.2)
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6
z R t
< S(XY.2)
L Q
k a
Y

'Y

Gambar 5.2 Konstruksi bidang

Karena ketiga titikP, Q dan R menentukan bidang, berarti bidanga
terbangun oleh dua vektor bebas (bukan kelipatan dari satu terhadap yang lain)

PQ dan PR, Dengan demikian untuk selag titik S(x,y,z) di bidang?, maka
berlaku vektorPS sebagai bentuk kombinasi linier dari vekBR dan PR,
yaitu

PS - ;,PQ.,,PR

<X,Y,Z> - <X1,Y1,Z1> = | 1 <XpQ,YrQ,Zp> *+ | 2 <XpR,YPR,ZPR>
atau

X=X1+|1XPQ + | 2 Xpr (5.3&)

y=yi+liyprq + | 2yrr (5.3b)

z=2a+l12zpq + | 22pr (5.3¢)

dengan/ 1 dan/, merupakan skalar real. Bentuk (5.3a,lnt)disebut sebagai
persamaan parametrik bidang dan dapat dinyakan sebagai

<XY,Z> = <X1,Y1,28> + /1 <XpQ,YPQ,Zrq> + / 2 <Xpr,yPrRZPR>. (5.3d)
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Dari persamaan (5.3a,b) dapat ditentukan kedua hardgan /.. Jika harga
harga ini kemudian disubgitsikan ke (5.3c), maka diperoleh bentuk berikut

Yea Zral( ) #[70 T0(yn y) e Yre

(z-2)=0
PR ZPR PR XpRr

PR PR

atau
A(XTx) +B(yiy) +C(z-2z) = 0.
Jadipersamaan umum bidargdalah

t* Ax+By+Cz+D=0

(5.4)
dengan A=|lre R B=|"e Tr
Yer  Zer| ’ Zpr  Xpg|'’
— %@ Yro
C—XPR Voul D=-(Ax+By+C z).

Analog dengan persamaan garis pemotong stsumbu koordinat diR?,
maka persamaan bidang yang memotong susoimbu koordinat di titik

P(a,0,0), Q(0,b,0) dan R(0,0c) dapat ditentukan melalui persamaan (5.4)
sebagai berikut
(bc) x + (ca) y + (ab) z (abc) =0
atau
X y z
—+ =+ _-=1
a b o (5.5)

Misalkan persamaan bidahg A x+By+ C z+ D = 0 dan vekton =

<AB,C>. Tetapkan satu tKiP(x1,y1,21) di bidang¢ dan ambil sebarang titik
lainnyaQ(x2,y2,22). Karena kedua titik ini terdapat di maka berlaku

Ax+Byw+Cz+D=0
dan
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Ax+Byw+C2+D=0.
Jadi didapat
AT X)) +B(y21 y1) +C (27 z) +D = 0.
Padahbsebarang vektoP_(j di bidanga, berbentuk
PQ = <(ei x1),(y2i y1),(@21 2)>.

Oleh sebab itu persamaAn(x i x1) + B (y27 y1) + C (21 z1) + D = 0 adalah
bentuk perkalian skalar dari

n.PQ =0, (5.6)

yang berarti vekton tegaklurus terhadap semua vektor di bid#zn@®engan
demikian setiap vekton yang berbentukn = <AB,C> selalu tegaklurus
terhadap bidang dari bentuk umun x+ B y+ C z+ D = 0. Vektor normah

ini selanjutnya disebunormal bidangf dan dinotasikan dengam (Gambar

5.3). )
ni =
Z P@ -

k‘I[ n :X
X// .

Gambar 5.3 Normal bidang

Pandang tiga tik berbeda tidak segaris di bidarg vyaitu titik
P(x1,y1,21), Q(X2,y2,22) dan R(x3,ys3,z3), maka veknor normal bidang dapat
ditentukan sebagai



Bagian| 69

i ] k
n = PQAPR = Xpo  Yro Zro
Xer  Yer  Zper
=Ai+Bj+CKk
=<AB,C>.

Dengan demikian jika dipandar§x,y,z2) sebarang titik di bidang, maka
persamaan bidanggdapat dicari melalui kondisi

n. PS =0

<A,B,C>. <(XT x1),(yT y1),(z7 z)>=0

atau

AXTx) +B(yiy) +C(z-2z) = 0. (5.7)

Persamaan ini mepakan persamaan bidang yang dibangun melalui titik
P(x1,y1,21) dan normalnyan = <A,B,C>.

Sehubungan dengan persamaan bidangA x+ By+ C z+ D = 0 dan
vektor normalnyan = <A,B,C>, dapat disimpulkan hddal berikut.

a). JikaA = 0 danB = 0, maka vektom sejajar terhadap sumkd Bidanga
sejajar dengan bidangOY. Dalam hal khusus jik® = 0, ¢ berimpit
denganXOY.

b). JikaA = 0 danC = 0, maka bidand sejajar bidang<OZ dan berimpit
bidangD = 0.

c). JikaB = 0 danC = 0, maka bidand sejajar bidangYOZ dan berimpit
bidangD = 0.

d). JikaA = 0 danB,C, 0, maka vekton tegaklurus pada sumb( Bidang¢
sejajar sumbwX dan berimpit bileD = 0.

e). JikaA, 0,B=0danC, 0, maka bidang sejajar sumiuwan berimpit jika
D=0.

f). Jika A, 0,B, 0 danC = 0, maka bidang sejajar sumBulan berimpit jika
D=0.

0). JikaD = 0, maka bidang melalui titik awal.
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Contoh-contoh hitung persamaan umum bidang

a). Carilah vektor normal bidang memuat tit#0,1,1), Q(1,0;1) danR(1,
1,0).
Pernyelesaian:

KarenaPQ = <1-1-2>dan PR - <1-2-1> maka

i ] K
n= POQgPR = 1 -1 -2/ -.3.1 15
1 -2 -1

b). Tentukan persamaan bidang terdefinisi oleh #(R.-1,1), Q(3,2;1) dan
R(-1,32).

Penyelesaian:
Vektor PQ = <1,3;2> dan PR - <-3,4,1>. Tentukan sebarang titik

S(x,y,2) pada bidang sehingg‘é{S = <(Xx-2),(y+1),(z-1)>, maka persamaan
bidang diperoleh dari kondisi

(PQgPRy PS-, PS—p

atau

i ]k

1 3 -2 «(x2),(y+1),@z-1)> = 0.
-3 4 1

Jadi persamaan bidang dimaksud adalak 45y + 13z= 0.

5.3 Persamaan Normal Bidang (Persamaan Hess)
Misalkannt = <A,B,C> merupakan vektor normal dari bidahg A x
+By+Cz+D=0. Sedangkar‘ﬁ": p adalah jarak dari O tehadap bidang

dengano_lf”‘ t danvektor normal satuany dari bidang# adalah (Gambar
5.4)

nu=nid/|ni|] =Cosa i+ Cosb j + Cosgk
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e S B T — (5.8)

A2+BZ+C2 A2+BZ+C2 A2+BZ +C2

N Ax+By+Cz+D

Gambar 5.4 Persamaan normal bglan

Jika M(x,y,z) sebarang titik pada bidanj maka persamaan normal bidang
dapat didefinisikan melalui perkalian skalar terhadapmenurut salah satu
kondisi berikut:

a). Hargany .PM =0
<Cosa,Cosbh, Cosg>. <(x1 p Cosa), (y-p Cosb), (zi pCosg>=0.

Jadi
Cosa (xi pCosa) + Cosb(y-p Cosbh) + Cosg(zi pCosg =0
xCosa+yCosb+ z Cosg-p=0.

_—

OP

b). Harga|O_F3|: p = w.nu=w.( —
07

)

= <xy,2>
< °A °B °C
JAZ+B?+C? A +B2+C? /A2 +B2+C2

>,
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Jadi p=<xy,z>.<Cosa, Cosh, Cosg>
=xCosa+yCosb+zCosg

Kesimpulannyapersamaan normal bidahgdalah

xCosa+yCosb+zCosg-p=0 (5.9)
atau
°A °B °C

zi p=0.

X + y +
JAZ+BZ+C2 | [A2+B2+C2 | JA’+BZ+C?
Dari bidangt yang dinyatakan dalam bentuk umum

t*Ax+By+Cz+D=0

dan dalam bentuk normal
xCosa+yCosb+zCosg-p= 0

maka dapat disimpulkan hubungan berikut:
a). perbandingan dari koefisioefisien kedua persamaan tersebut adalah

Cosa _Cosb _Cosg _- p _ °1
A - B a C B D - A2 +B2+C2 (59a)
b). dari (a), maka jarak O ke bidahgdalah
____|b]
\/Az +B2+C2° (5.9b)

Contohcontoh hitung persamaan normal bidang

a). Tentukan besar sudut yang dibentuk oleh kedua bitiadgn ¢, berikut,
kemudian evaluasi kemungkinan kedudukan dari yang satu terhadap yang
lain
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t1! Atx+Biy+C1z+D1=0
Hht Aox+Bay+Coz+D2=0.

Penyelesaian:

Normal bidang #1 dan #> masingmasing adalahn;=<A1,B;,C:> dan
n,=<Ay,B,,C>>. Oleh sebab itu suduf antara bidangt, dan #, dapat
ditentukan melalui

g = arc Cos(n1. n2/|ny| |n2]).

Jikag= (° atau g= 180C, kedua bidang sejajar atau berimpit. Dalam hal ini
t1/lt; jika komponen dann; dann, saling proporsional, yaitu

A _B _
Di lain pihak, kedua bidang identik (berimpit), jikg - B_l C. D.-
2 2 2

Jika hargag = 9¢°, maka kedua bidan@kng tegaklurus, yaitu jikai. n; =
0.

b). Nyatakan bidang bentuk umunx2 4y - 4 z+ 8 = 0 kedalam persamaan
normal.

Penyelesaian:
Hubungan koefisien bentuk umum dan normal bidang telah dinyatakan

dalam persamaan (5.9a) daNA2+BZ+CZ =6 maka persamaan
normalnya adalah

1
1/13x + 2/3yi 2/3z+1§ =0.

5.4 Persamaan Garis

Tetapkan dua titik berbeda di ruaRgxi,y1,z1) dan Q(x2,y2,2z1), maka
sebarang titik R(x,y,z) pada garis g yang didefinisikan oleh ketikaetisebut
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memenuhi relasiOR=0OP +/ (OQ- OP). Karena itu bentukpersamaan
vektor garigg dapat dinyatakan dalam formula (Gambar 5.5)

gt r=p+l (i p) (5.10)

atau

<XY,2> = <X, Yn,z> +/ <@l x), (21 y1),(21 z2)>

dengar/ suatu bilangan real.

Gambar 5.5 Penyajian garis di ruang

Bentuk (5.10) ini selanjutnya dapat kita nyatakan menjadi

X=x1+/ (X7 x1) (5.112)

y=yi+/ (y21 y1)
z=zn+/ (271 z)

dan digbut sebaggpersamaan parametrgaris g dengare </ < + @ suatu
variabel parameter X, y dan z, yaitu funfysigsi skalar untuk vektor basis,
| dank.

Jika dalam persamaan (5.11) hargdisubstitusikan dari satu kepada
yang lain, maka kitdapatkan model lain persamaan garis g berikut
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(5.12a)

= = 5.12b
a b C ( )

dengan penyebygenyebut tidak sama dengan nol. Adapun vektodalam
bentuk

Ng= <(2T x1), (Y21 y1),(z27 z1)> = <a,b,c>

disebutvektor arahetau koefisien aralgaris g. Dengan demikian jika

Cosa = al(|ng], Cosb = bl(|ng]|, Cosg = c/(| ng|,

maka persamaan garis g dapat juga dinyakan sebagai bentuk

X-X:L:y-ylzz-zi (513)
Cosa Cosb Cosg ' '

Bentuk (5.12) dan(5.13) disebut persamaan garis melalui titi,y,z1),
dengan vektor arah garigg = <a,b,c> ataung = <Cosa, Cosb, Cosg.

Berikut beberapa sifat garis lurus g dengan vektor arahmya

<a,b,c>:

a).
b).
C).

d).

bilaa = 0 danb,c , 0, maka vektong = <0,b,c> sejajar dengan bidanOZ
Dengan demikian gargjuga sejajar atau berimpit dengan bidait@z

bilab = 0 dana,c, 0, maka garis g sejajar atau berimpit dengan bidang
X0z

bilac = 0 dana,b, 0, maka garis g sejajar atau berimpit dengalang
XOY.

bilaa,b = 0, maka garis g sejajar atau berimpit dengan suinbia a,c =

0, maka garig sejajar atau berimpit dengan sum¥ulan bilab,c = 0O,
maka garig) sejajar atau berimpit dengan sumfu
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Suatu garis g dapat dipandasepagai perpotongan dua bidang

H1! Aux+Biy+Ciz+D1=0
Ht Aox+Bay+Coz+D2=0.

Misalkan ditetapkan satu titiR(x1,y1,21) pada garis daf(x,y,2) sebarang titik
di garis. Maka persamaan garis dimaksud adalah

X-% _Y-Y _ 2-27

a b C
dengan vektor ah garisng = <a,b,c> =nt1 Dni2 |, yaitu
i ] k
Ng = A1 Bl Cl
A2 BZ C:2
_ B C . A C . A B
=B, c,| A C, j+ A, B, K. (5.14)

5.5 Relasi dan Interseksi Diantara Titik, Garis, dan Bidang

Misalkan sebarang garis dan bidang masiasing dinyatakan dbe
persamaan dalam bentuk
X-X _¥Y-¥%_ 2-4

a b c

t* Ax+By+Cz+D=0.
Jika vektor arah garigg dinyatakan oletng = <a,b,c> dan vektor normal
bidangt adalan: = <A,B,C>, maka garis dan bidang adalah sejajar, jika kedua
vektorng dannt saling tegaklurus, yau

gl

ng.nt =aA+bB+cB=0. (5.15)
Garisg akan terletak pada bidargbila dipenuhi kondisi

ng.nt =aA+bB+cB=0 (5.16)

dan

Ax+Byw+Cz+D=0.
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Adapun garigy akan tegaklurus bidang bila dipenuhi kondisi

2= 517
a b c ( )

Dengan demikian jika garggdinyatakan oleh perpotongan dua bidang
{1 Atx+B1y+Ci1z+D1=0
Ht Aox+Boy+Coz+D2=0

dan vektor arahnyay = <a,b,c> sebagai

Bl Cl
B, C,

_|A <

A ¢ .|A B

b =
A B

a=

maka gais g akan tegaklurus atau sejajar garis laidengan vektor aramn =
<ay,b1,c1>, bila masingmasing bentuk (5.15) atau (5.17) dipenuhi.
Andaikan diketahui dua garis dalam bentuk umum

1 XX _ Y- _ Z2-4

01 a = b, = 01 (5.18)
dan

1X'X2:y' y2: -7,
gz aZ b2 C2

_____ (5.19)
a2 b2 C2
dan keduanya adalah berimpit, jika selain kondisi (5.19) dipenuhi, maka

seharusnya dipenuhi juga sebarang titik di ggrimkan terletak dg, atau
sebaliknya, yaitu
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Xi'xzzyl'yzzzl'zz_
&, b, C,

Di lain pihak, kedua garis akan berpotongan, jika kondisi (5.19) tidak dipenuhi
tetapi harga determinan dari empat titik berbeda, masegjng dua titik pada

garis yang berbeda, adalah nol. Adapun kedua garis adalah bersilangan, jika
selain tidak dipenuhinya kdlisi (5.19), juga tidak dipenuhi harga determinan
dari keempat titik tersebut nol. Dengan kata lain, kedua garis terjadi:

a). kesejajaran, jikaag,b1,c1> =/ <ap,bz,c2> dengary bilangan real, titik
(x1,y1,21) dan &o,y2,20) terletak di dua garis berbeda.

b). berimpit, jika «@i,bi,c1> = /<ap,bz,co> sedangkanx{,yi,z1) dan &,y2,2)
keduanya terletak dj; ataugy.

c). perpotongan, jikaag,bi,c1> ., /<ag,by,co>, tetapig: dang, sebidang.

d). bersilangan, jikaag,bi,c1>, /<ap,b,co> dengarg; dang. tidak sebidang.

Misalkan dua bidang berikut
H1! Acx+Biy+Ciz+D1=0

Hht Aox+Bay+Coz+D2=0

berpotongan dalam bentuk

[1(AaX+B1y+C1z+D1) + /2(AoXx+Bay+Coz+D2) =0
atau
[1t1 +/2t =0 (5.20)

dengan/i1 dan /2 konstanta real. Bentuk (5.20) ini adalah linier (berupa
persamaan bidang) disebut sebagai berkas bidang, yaitu himpunan- bidang
bidang yang melalui garis potong bidangdan ¢,. Jika kedua bidang ini
sejajar, maka persamaan berkas bidanigjaaie

ALXx+Biy+Ciz=/ (5.21)
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dengary suatu parameter.
Andaikan tiga bidang berikut

H1! Aux+Biy+Ciz+D1=0
Ht Aox+Bay+Coz+D2=0
31 AsXx+Bz3y+C3z+D3=0

berpotongan tidak membentuk berkas bglatalam bentuk
[1ti+ /26 +/3t3 =0 (5.22)

dengan/1, /2 dan/3 konstanta real, maka persamaan (5.22) ini merupakan
himpunan bidandpidang yang melalui satu titik potong ketiga bid&ngf> dan
ta.

Misalkan dua titik di ruan@(x,y1,z1) danQ(xz,y2,z1). Jarak antara titik

P dan Q, dinotasikan ‘P_Q{ dapat ditentukan dengan teorema Phytagoras
sebagai

PQ =% - %) + (¥, - ¥)* + (2 - 2)° (5.23)

Andaikan titik P(Xo,Y0,20) dan bidang'* Ax+ By + Cz+ D = 0, maka jarakl
dari titik P ke suatu bidang, dapat ditentukan melalui prosedur berikut
(Gambar 5.6):

a). Tulis bidangt * Ax+ By + Cz+ D = 0 dalam bentuk normal Hess dengan
normal satuan
°A °B °C
nLl =< ) ] >
JA?+B?+C? \[A2+B2+C? JA?+B?+C?

sehinga
xCosa+yCosb+zCosg=p

atau
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o

°A °B

X + y +
JA*+B%+C? A2 +B?+C? JA?+B?+C?

zi p=0.

Gambar 5.6 Jarak titik terhadap bidang
b). Melalui titik P(xo0,Yo0,20) dapat dibangun bidang//¢ dalam bentuk:

%o Cosa +YyoCosb+2z Cosg=p°d

Oleh sebab itu jakadari titik P ke bidangt adalah jarak antara dan ¢,
yaitu

°d=xCosa+y,Cosb+zCosgip

Jadi didapat
Ax,+By,+Cz, +D
d= | A% *+By, +C2 +D| (5.24)

\A?+B%+C?

Andaikan titikP(Xo,Yo,20) dan garis
gr LAY K o A (5.25)
a b c
malka jarakd dari titik P ke garisg, dapat ditentukan melalui prosedur (Gambar
5.7):
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a). Bangunlah bidang melalui P dan tegaklurus terhadap Jadi jikaQ(x,y,2)
sebarang titik di bidangg maka persamaan bidang yang dimaksud adalah

ﬁj .<a,b,c>=0

tr < (XT Xo0),(YT ¥o),(zT z0)>.<abc> = 0
atau

t1 ax+by+cz- (ax + by, + cz) = 0. (5.26)

b). Tentukan titik potongl' antara bidang dan garisy dengan cara substitusi
persamaan (5.25) ke (5.26) untomienentukan nilai, kemudian mencari
koordinatT.

c). Jarald dari P ke garisg adalah panjanBT.

A

g

Qv\dT

t P(Xo,Yo0,20)

Gambar 5.7 Jarak titik ke garis.

Misalkan diberikan dua persamaan garis di ruang:

(x- %) _ (Y- v)) _ (z- 2)
a b c
(X- %) _(y- ¥,) _ (2- 2,)
%" Ty e f
dengan vektowektor <a,b,c> dan <,e,b merupakan vektor arah masing

masing garis. Jika kedua garis terjadi besilangan, maka jarak antara keduanya
dapat ditentukan melalui prosedur berikut (Gambar 5.8).

Ot
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PeyoZo) —o
/ d

n/

o:°
Q

Gambar 5.8 : Jarak dua garis bersilangan.

a). Melalui titik Q(x1,y1,21) di g2 tarik garisgi0 ¢:./ Dengandemikian darig.
dangid6 dapat di bl/gunBjaR(x,y,d selshieamg gitik d¢, maka
persamaan bidanggdapat ditentukan oleh hubungan :

t1 QR [<ab,c @<d,ef]=0

atau

tr < (X1 x),(y7 y),(2T7 z2)>. [<a,b,cc F<d,e,F]= 0 (5.27)
b). Tentukan titikP(Xo,Yo,20) di 1.

c). Hitung jarakP ke bidangt, yang merupakan jarak antara gaxiserhadap
garisgy.

Contohrcontoh hitung Relasi dan Interseksi diantara Titik, Garis dan
Bidang

a). Nyatakan secara singkat persamaan bidang yang melaluP(tiil,z1),
Q(X2,y2,22) danR(xs,ys,23) dalam bentuk determinan.

Penyelesaian:
Misalkan S(x,y,) sebarang titik di bidang, maka vekigktor PS, PQ

dan PR sebidang sehingga tripel skalarnya nol. Dengan demikian
persamaan bidang dinyatakan oleh
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X=X Y-y, Z-%
X=X YooY 4,-74 =0.
X=X Y- Y1 Z43- 24

b). Tentukan persamaan bidang melalui R{ko,yo,Z) Sejajar bidang * Ax

+By+Cz+D=0.

Penyelesaian:

Karena bidang dimaksud sejajar dengan bidgnmaka normalnya juga
sejajar dagan normal bidang, yaitun: = <A,B,C>. Jadi persamaan bidang
tersebut adalah

<(XT Xo),(YT Yo),(2T Zo)>.nt =0
atau
AXT X) +B (YT yo) +C(zT z) =0.

c). Tentukan persamaan gagisnelalui titik P(Xo,Y¥0,20) tegaklurus pada bidang

d).

t* Ax+By+Cz+D=0.

Penyelesaian:
Garis g tegaklurus terhadap, berartig sejajar normalt, yaitug // nt =
<A,B,C. jadi persamaan garis dimaksud adalah

X=X _ Y- Yo _2-%

A B C

gl

Garisg: ditentukan oleh dua titil(1,2,3) danB(7,7,1). Sedngkan garig),
pada bidangXOY dengan persamaar= 6x. Hitunglah jarakg: terhadagmp,
kemudian tentukan titik potong antayadengan bidang yang dibentuk oleh
g2 dan sumbZ.

Penyelesaian: _
Dengan menggunakan persamaan (5.12a), persamaag:ghdgoat:
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g, ! x-1_y-2 _ z-3
g 5 - .3 = (5.28)

dengan koefisien arahnya = <6,5;2>. Andaikan garisn6 adal ah
melalui titik awalO(0,0,0) dig> dang:6 i/ makagid6 ber bent uk

, Xx-0_y-0_z-0
6 5 -2

9

Sedangkan koefisien arah gags diketahuin, = <1,6,0>. Bidangt//g:
yang dibentuk oleh gar6  dpamelaluiO adalah

t 1 <(x7 0),(y7 0),(z7 0)>.[n1@ny] =127 2y+ 31z=0.

Jadi jarakg; terhadapy. adalah jarak sebarang titik (7,7,1)gditerhadap
t, yaitu diberikan &h persamaan (5.24) berharga

127- 2.7+311 101
= = (o]
d J12)? + 2% +(3)? ~ V1109

3,03.

Adapun titik potong antara gargg dengan bidandgi yang dibentuk oleh
sumbuZ dan garigy, yaitu

t1 * <(x7 0),(y7 0),z7 0)>.[<0,0,1ny] = -6x+y=0
terjadi pada harga dalam persamaan (5.28) berharga
-6(6/ +1)+ (5 +2)=0atau/ =-(4/31).

Jadi titik perpotongannya berkoordinat

x=(6/)+1=0,23
y=(5/)+2=1,35
z=(2/)+3=3.26.

g
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e). Tentukan persamaan garis yang ditesntubleh garis potong bidang

fl 3X+7y+8+3=0 (5.29)
21 2x+3y+7z-10=0.

Penyelesaian:
Vektor arah garig hasil perpotongan antaradan¢, adalah (Gambar 5.9)

ng = <3,7,8>0<2,3,7>
= <25.5,-5>

Tetaplan titik P pada garig dengan mengambil hargali z= 0, maka dari
(5.29) diperoleh hargadany dari persamaapersamaan berikut

X+7y+3=0

2x+ 3y-10=0.
Karena itu hargax = 15,8 , sedangkag = -7,2. Jadi koordinat titikP
didapat

x=15,8
y=-7,2
z=0.

04

/P tit 3x+7y+82+3=0

t,L-Z2x +3y + 7210 =0

v

Gambar 2.9 : Garis persekutuan dua bidang
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Dengan demikian persamaan garis melalui fRiklan vektor arahnyag
adalah
X-158 _y+72 _ z
25 -5 -5

c). Tunjukkan bahwa ketiga bidang berikut membentuk jaringan bidang

11t 2x+2y+3Z+5=0
Hhl! x+2y+z+1=0
31 Ax+y+z+2=0.

Penyelesaian:
Normal dari masingnasing bidang tersebut adalah

ni =<2,2,3>
n, =<1,2,1>
ns =<471,1>,

Ketiga bidang membentuk jaringan bidang bila ketiganya berpotongan pada
satu titik, yaitu apabila ketiga vektor tersebut tidak ada yang berkelipatan
satu sama lain (independen). Dengan demikian harus ditunjukkan
determinan dari ketiga vektor terseélidak sama nol berikut

2 23

12 1|=-14, 0

4 1 1

Kesimpulannya, ketiga bidang membentuk jaringan bidang.
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BAB 6
BENDA KUADRATIS RUANG

Dalam rancang bangun benda, permukaan komponen benda yang
dikonstruksi dapat berisfat datar, lengkung sederhataa, bahkan kompleks.
Selain itu, pendekatan konstruksi bentuk komponen benda tersebut dapat
diambil (menggunakan) bagian potongan bidang, bola, ellipsoida, atau
mungkin benddenda standar lainnya. Sehubungan dengan keperluan operasi
pemodelan komponen haa tersebut, dalam bab ini kita pelajari tentang
formulasi implisit dari bend@enda kuadratis ruang.

6.1 BOLA
Definisi 6.1 : Permukaan bola adalah himpunan #ittk di ruang yang
jaraknya terhadap titik tertentu (pusat bola) adalah konstan.

Dari ddinisi tersebut, jikaP(xy,2) sebarang titik pada bola yang
berpusat dO(0,0,0), maka bentuk persamaan bola adalah (Gambar 6.1a)

OF =r

atau
X+ Yy + 2 =r? (6.1)

dengarr disebut jarjari bola kerharga real (konstan). Sedangkan jika pusatnya
di P(a,b,c), maka persamaan bola yang diperoleh berbentuk (Gambar 6.1b)

P -
(X1 a)?+ (yi b)>+ (zi c)>=r? (6.2)

atau x® +y? + 227 2axi 2byi 2cz+ (@2 +b*+c?i r?) =0.
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(@) (b)
Gambar 6.1 Bola.

Dengan demikian bentuk umum persamaan bola dinyatakan oleh

XX+y?+7 + Ax+By+Cz+D=0 (6.3)
dengan

A=1T 2a (6.3a)

B=i2b (6.3b)

C=12c (6.3c)

D=a?+b?+c%i r2 (6.3d)

Untuk sebaliknyajika diketahui persamaan lingkaran dalam bentuk
umum

x°+y?+7Z+Ax+By+Cz+D =0,
maka
(@ + Ax+ Y4 A?) +
(Y*+By+ %B?) +
(22 + Cz+ YAC?) = (VaA2? + YaB? + Y4 C2 - D)
atau
(X+ %A + (y+ ¥2B)? + (z+ %2 C)? = (YaA?+ V4B2 + ¥,C? - D).

Jadi pusat lingkaran tersebut adaldh A, - 2B, - ¥2 C) dengan jarjari

r>=(YaA? + ¥4B2 + ¥,C2 - D)
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atau

e, 1lne 1

Bentukbentuk ini adalah identik dengan kesamaan (6.3a,b,c,d) ungkatan
berpusat dP(a,b,9 dan jarijarir.

Dari persamaan (6.4) tersebut, terdapat beberapa hal berikut mengenai
lingkaran yang terbentuk:

a). jika (V4A% + V4B% + ¥, C?7 D) > 0, maka didapat bola nyata;
b). jika (Y4A2 + ¥4B? + ¥4C21 D) = 0, didapatkn sebuah titik;
c). jika (YaA? + v4B2 + ¥4 C? 7 D) < 0, didapat bola imajiner.

Pandang suatu titiK(x1,y1,z1) di bolax? + y?> + Z + Ax+ By+ Cz+D =
0. Karena titik pada bola, maka memenuhi persamaan bola, yaitu

x?+yi?+z2 +Ax+By+Cz+D=0.

Sedangkan bola tersebut memiliki pusaP@i2 A, - ¥2 B, - ¥2 C). Oleh sebab
itu garis g yang melalui pusat boR dan titik T, memiliki vektor arah
(koefisien arah) garis

Ng =< (X1+ 1/ZA), (yl + ]/ZB), (21+ 1/2C)>.
Bidang singgung di titikT adabh tegaklurus terhadap jgari bola, maka

persamaannya berbentuk

<(XT Xx1), (YT y1), 27 z)>. ng=0 (6.5)
atau
XX+ Yy + 212+ Y2 A(X + x1) + ¥2B(y +y1) + %2C(z+z) +D=0

dengan diketahui? + y12 + 202+ Axg + By1 + Ca+ D =0.

Bilamana harga = B = C = 0, yaitu bola berpusat @(0,0,0), maka
persamaan bidang singgung bola adalah
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X1X+yy+zz+D=0 (6.6)
atau

XiX + Y1y + 212 = 12,

Z A

Gambar 6.2 Bidang singgung bola di titik T.

Misalkan titik K(Xo,Y0,20) diluar bola, mka dapat dibangun bidang
singgung bola melalui titikK ini sebanyak tidak terhingga bidang singgung.
Jika bidang singgungnya di titik(x1,y1,21), maka persamaan bidang singgung
ini adalah

XX+ Yy + 212+ Y2 A(X + x1) + 2By +y1) + %2C(z+z) +D =0 (6.7a)
Karena bidang ini harus melalui k(¥,z,), maka persamaan ini memenuhi
X1XotY1Yot+Z1ZotY2A(Xo + X1) + Y2B(Yo+ Y1) + 2C(z0+ 1) + D =0 (6.7b)

Singkatnya, jika titikS(x,y,2) adalah titik di bidang singgung, maka persamaan
bidang singgung ang melalui titikS, K dan P dinyatakan oleh hubungan
(Gambar 6.2)

TS.PT=0 danTK.PT =0

atau
<(x-x1),(y-y1),(z-z2)> . <(xa+%2A),(y1+¥B),(z1+VC)> = 0
<(Xo-X1),(Yo-Y1),(20-22)> . <(x1+Y2A),(y1+¥2B),(z2+%2C)> = 0.
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Dari bentuk (6.7b) dapat disimpulkan bahté singgung diT(xy,y1,21) harus
memehuhi bentuk

XoX + Yoy + 20z + V2 A(X+ Xo) + VB(Y+Yo) + ¥LC(z+2,) +D=0  (6.8)

Oleh sebab itu, persamaan (6.8) ini merupakan persamaan -bidang
bidang singgung yang menyelubungi bola membentuk kerueggwng bola
berpuncak diK. Adapun titiktitik singgung yang diperoleh, membentuk
lingkaran singgung kerucut. Bidang ini disebut dengan bidang kutub dari titik
K.

Tulislah dua bold; danB; berbentuk umum
Bil X*+y?+72 +Ax+Biy+Ciz+D1=0

B2l X2+Vy?+ 22 + AX+Boy+Coz+D2=0

sebagai
Bi+/B,=0

dengan/ suatu bilangan real. Untuk setiap nilayang diberikan, maka juga
diperoleh suatu persamaan bola yang melalui lingkaran potong kedua bola
tersebut (hal khusus jika= - 1, bola yang diperoleh dianggap bergnii tidak
terhingga). Persamaan linier dari kedua bola ini, selanjutnya disebut sebagai
berkas bola

Andaikan tiga bold:, B, danBs (yang tidak membentuk berkas) berikut

Bil X2 +y>+272 + AX+Biy+Ciz+D1=0
B2l X2 +Vy?+7 +AXx+By+Coz+D2=0
Bsl X2 +Vy?+ 7 +Asx+By+Csz+D3=0

dinyatakan dalam bentuk

Bi+/1B2+/2Bs3 = 0
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dengar/ 1 dan/» suatu bilangan real, maka kita dapatkan persamaan linier dari
ketiga bola. Bentuk iniika sebut sebaggringan bola

Contohcontoh hitung bola

a). Tentukan pusat dan jgairi bola dari bentuk umum
X2+ Y2+ 72 + 41 6y+ 227 2=0.
Penyelesaian:
Dari persamaan (6.4), didapatkan pusat Bg¥ay,z) dengan

X=-% .4 =2
y=-%.-6=3
z=-% .2 =1

dan jarijarinyar sebagai

r= \/3.16+1.36+3.4+2 _4
47 4 4 :

b). Dalam persamaan umum (6.3) terdapat empat parameBrC danD.
Oleh sebab itu secara umum, bola didefinisikan oleh empat titik. Tentukan
rumus untuk bola elalui titik yang tidak sebidanB(xt,y1,21), Q(X2,y2,22),
R(X3,y3,23) danS(x4,ya,24).

Penyelesaian:
Keempat titik tersebut memenuhi persamaan bola (6.3), oleh sebab itu
persamaan bola dapat ditentukan melalui determinan

x2+y2+22
2 2 2
Xty tz

Xy
X,

XY,z % Y,
X3
X,

=<
NN NN

2 2 2
X3ty tZ,

2 2 2
X, tY, tz,

<
N
R R R R
I
o

=
N
I
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c). Evaluasi perpotongan dari dua bola

d).

Bil X +y?’+72 +Aix+Biy+Ciz+D1=0
B2l X2+ y?+ 22 + AxXx+Boy+ Coz+D,=0.

Penyelesaian:

Dengan pengurangan suku per suku kita dapatkan persamaan bidang
(A2T Ax+ (B2T By + (C21 Cy)z+ (D27 D) =0

Bidang tersebut tegaklurus terhadap garis hubung pusatPa@lA;,-

YoB1,- ¥2C1) dan Po(-Y2As, - ¥2Bo, - ¥2Cy) serta memuat lingkaran potong

kedua bola.

Evaluasi relasi yang terjadi antara bofat+ y? + 22 + 6x1 4y + 221 3=0
dan bidang2x + 3y + x = 0, kemudian tentukan bidang singgung bola di
T(1,2,0).

Penyelesaian:

Dari solusi soal (a) diketahui bahwa bola tersebut pus&(Wa2-1) dan
jari-jarinyar = 4. Jarak titikP ke bidang adalah

(2-39+(B2+@-D|_ 1
= \/m \/ﬂ<r.

Jadi bola darbidang saling berpotongan membentuk suatu lingkaran

dengan jadAari ri = Jre-d%o 3,99.0leh sebab itu persamaan lingkaran

di ruang dapat dinyatakan sebagai interseksi antara suatu bidang dan bola.
Adapun bidang singgung di1,2,0), dapt dicari melalui persamaan (6.5)

dan diperoleh bentuk x3 y +z71 6 =0.

6.2 Elipsoida

Misalkan pada bidan&OY dan YOZ masingmasing ditentukan elips

dengan persamaan (Gambar 6.3)
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4
X2 y2
7 + o 1 (6.9)
dan
y: Lz _
te” 1. (6.10)

Kedua elips puncaknya berimpit di sunmb.

Elips-elips sebangun dan

ZA ! A
saling sejajar

v

A

Gambar 6.3: Puncak dua elips berimpit di sumbu OY.

Pandanglah ketentudetentuan berikut:

a) Elips di bidangXOY digerakkan secara sejajar sepanjang su@Buwan
pusat elips hasil pergerakan dipertahankan tetap di s@zbu

b) Semua elips hasil pergerakan selain tegaklurus terhadap so&hbsgatu
terhadap yang lain saling sebangun.

c) Puncak elips haspergerakan selalu terletak di bidan@Z

Misalkan elips persamaan (6.9) di bidax@Y atauz = 0, digerakkan
ke bidangz = ¢. Menurut ketentuan tersebut, maka sursbmbu elips baru
akan sejajar sumbsumbu lama dan pada bidaN@z titik (O, yt, ) akan
terletak di elips (6.10) sehingga berlaku
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.o Lt
o7 Tt !
[2
ytz :b2(1| C—z)
atau
yt = —,Jc’-t?

Karena elips di bidang = ¢ harus sebangun dengan di bidax@QY
yang setengah sumiswmbunya adalalk danb, maka perbandingan setengah

sumbusumbu elips di bidang = ¢ juga harus sama, yaitb. Oleh sebab itu
setengah sumbsumbu yang lain di bidarg= ¢ ini adalah

Xt = %\/CZ-IZ .

Jadi di persamaan elips di bidang ¢ adalah

X Y’ 6.11
+ =1. .
aZ(CZ _ [2) bZ(CZ _ [2) ( )
c? c?

Jika parameter dari persamaaz = ¢ disubstitusikan ke persamaan (6.11),
maka didapat persamaan permukaan

2 2 2
X z
2 + y2 + 2 :1'
a b c

Persamaan ini adalah suatu elipsoida dan dalam haughikaa = b,
maka elipsoida yang didapat berupa elipsoida putar.
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Seperti pembahasan bidang singgung pada bola, persamaan bidang

singgung paraboloida di suatu titik dapat diuraikan sebagai berikut. Padang
suatu titikT(x1,y1,21) di paraboloida

X2 y2 Z2
?'FF‘F?:J.. (612)
Karena titik pada paraboloida, maka titik memenuhi persamaan paraboloida,
yaitu

Sedangkan persamaan garis melalui titik tersebut dapat dinyatakan dengan

XX _ Y% _2"z_,
P q r
atau
Xixa=p/; yivn=ql; zi zn=r/. (6.13)

Jika garis ini memotong elipsoida, maka persamaan titik potongnya dapat
diperoleh dari hubungan persamaan (6.13) dan (6.12), yaitu

0o-p)°  h-a/)  (z-r)°

a’ b? c’
atau
2px  2qy, , 21z p> g’ r’ ., _
( 2 bzl " 021), +(? +F+?)/2 =0 (6.14)

Gaiis tersebut menyinggung elipsoida jika diskriminan persamaan (6.14)
adalah nol, yaitu jika harga

2px .2y,  2rz,, _
Cz *t g t =270 (6.15)
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sehingga didapatkan akar kembar dari persamaan kudrat tersebut/addah
Garis singgung ini terletak pada bidasigggung elipsoida di titik(x.,y1,21).
Oleh sebab itu himpunan gagsris singgung di titikT diperoleh dengan
substitusi (6.13) ke (5.15), yaitu

X VA
’;12 % + % = (6.16)

yang merupakan bentuk persamaan bidang singgui(gfgi,z.).

6.3 Hiperboloida
6.3.1 Hiperboloida Daun Satu

Misalkan pada bidan&OY dan YOZ masingmasing ditentukan elips
dan hiperbola dengan persamaan (Gambar 6.4)

;_ + g_ =1 (6.17)
dan
2 ZZ
é 5= (6.18)
ZaA

v <

Gambar 6.4 Dua puncak elips menyuagg hiperbola.
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Dengan memperhatikan ketentdestentuan seperti yang dilakukan
pada konstruksi permukaan elipsoida, gerakkan elips secara sejajar sepanjang
sumbuOZ Misalkan letak elips di bidang= ¢. Menurut ketentuan tersebut,
maka sumbtsumbu elig baru akan sejajar sumbumbu lama dan pada
bidangYOZ titik (0, yt, ¢) akan terletak di hiperbola (6.18) sehingga berlaku

2

y,. t?
a> ¢’

=1

2
Y2 :b2(1+‘(;—2>

atau

yi = Ew/czﬂ2 :
c

Karena elips di bidang = ¢ harus sebangun dengan di bidax@Y
yang setengah sumisumbunya adalak danb, maka perbandingan setengah
sumbusumbu elips di bidang= ¢ juga harus sama, yaitu: b. Oleh sebab itu
setengah sumbsumbu yang lain di bidarg= ¢ ini adalah

a
Xt = —w/cz +t? .
C

Jadi di persamaan elips di bidarg ¢ adalah

2 2

X y -
=1. 6.19
a2(02+t2) +b2(02+[2) ( )
c? c?

Jika parameter dari persamaaz = ¢ disubstitusikan ke persamaan
(6.19), maka didapat persamaan permukaan hiperboloida daun satu

X2 N y2 _ C2 + Z2
a> b? c?

atau



Bagian| 99

XZ 2 Z2
¥+§-F:L (6.20)
Dalam hal khusus jikea = b, maka permukaan tersebut berupa

hiperboloida putar berdaun satu.

Untuk mencari persamaan bidang singgung yang terjadi di titik
T(x1,y1,21), prosedurnya dapat kita lakukan seperti halnya pada kasus elipsoida.
Hasil yang diperoleh menurut cara tersebut adalah

X Z
§;+i¥'?%=1' (6.21)

Tulislah persamaan (6.20) sebagai bentuk

X zZ,X zZ,_ Yy Y
(5‘*5)(5'5)—(1"‘6)(1 b)

maka didapat hubungan

27+ Yy dan X-2=1a- Y, (6.22)
(o b a / b

@ | X

Dari penyajian (6.20) dan (6.22) dapat disimpulkan bahwa hiperboloida
daun satu (6.20) dapat dibangun oleh ggaiss hasil interseksi bidarigdang
(6.22).Dengan demikian dari bentuk (6.22) disimpulkan beberapaosifatut:

a) Garis-garis dalam satu sisten(6.22 tidak memiliki titik persekutuan
Misalkan garisgaris didefinisikan oleh parameter berbefla dan />
sehingga

z

1.y
+ =—@1- =
c /1( b)

O IN

_ y X
=/,1+ =) dan — -
1 ( b) A

@ | X



1
0
0

b)
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+Z=, @+ y) dan X-Z=1. X)
c a c¢c [/,

ml><

maka diperoleh hubungan
y y
0=1+=) dan0= (1- ).
@+ ID) an0 = ( IO)

Jadi keduanya saling berlawanan tidak memiliki titik persekutuan.

Melalui satu titik di permukaan, ada satu garislurus untuk masiaging
sistem tersebutPandang persamaan garis (6.22) melalui fik,y1,21),
maka

Jika harga/ disubstitusikan dari satu kepada yang lain, didapat titik
memenuhi persamaan hiperboloida. Jadi hanya satu garis yang melalui titik
tersebut.

Setiap garis lurus yang dibangun d#6.22) memotong semua garis lurus
yang lain Pilih satugaris lurus

+2=r,00 ) dan X-Z=Lq. Y )
c a c /,

s:JI><

dan yang lain

X-Z2/@e ) dan 22220 Y),
a ¢ a c /
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maka satu dengan yang lain saling bergantung, sebab bentuk persamaan
yang didapat adalah

y, _ 1 y
[+ ==(1-=
! b) /( b)
dan

y,_ 1 y
[+ =—(@1-=
( b) /( b)

1

6.3.2 Hiperboloida Daun Dua

Misalkan pada bidan&OY dan YOZ masingmasing ditentukan elips
dan hiperbola dengan persamaan (Gambar 6.5)

Xy
it =l (6.23)
dan
2 2
i §+z—2:1. (6.24)
Z A

N V-<

Gambar 6.5 : Hiperboloida daun dua
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Jika elips digerakkan sejajar sepanjang su@Bumaka dengan menggunakan
prosedur sepergiada hiperboloida daun satu, di bidamgf diperoleh elips

2 2

X y -
+ =1. 6.25
aZ(l.Z _ C2) b2(l.2 _ C2) ( )
c? c’

Jika parameter dari persamaana = ¢ disubstitusikan ke persamaan (6.25),
maka didapat persamaan permukaan hiperboloida daun dua
X2 y2 ZZ
'¥'F+?:l' (6.26)

Dalam hal a = b, maka permukaan yang didapat berupa permukaan
hiperboloida putar daun dua.

Adapun bidang singgung di titif(xs,y1,z1) pada permukaan, persamaannya
diberikan oleh bentuk :

X Z
- a—>} i {){1 +C—§ =1. (6.27)

6.4 Paraboloida
Misalkan suatu parabola pada bida¢@Z dalam bentuk :

X2 = 2pz (6.28)

Sepanjang parabola ini, digerakkan suatu elips sejajar bid@jdengan
pusat elips dipertahankan di sumi@Z sehingga perbandingan setengah
sumbusumbunya selalu sama dengan perbandingan setengah ssunihu
elips

2
X_+y_:1

2
a’> b’
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Elips pada kedudukaz~ ¢, setengah sumbsumbunya adalah

X, =./2pt

dan

b —
yt=5 zpf’

sehingga didapat persamaan paraboloida elliptik (Gambar 6.6) dalam bentuk

2

2,,2
X . 2Y -4 (6.29)
2pt  bA(2pt)

Gambar & : Paraboloida eliptik

Jika parameter dari persamaaz = ¢ disubstitusikan ke persamaan (6.29),
maka didapat persamaan permukaan paraboloida eliptik

X2 y? 2p __
Tt O 0. (6.30)



1 Beberapa bentuk systendikat
0

4Adapun bidang singgung di titikT(x1,y1,21) pada permukaan ini,
persamaannya diberikan oleh bentuk

X 1
a’z‘l + 3:)32’ . a—'i (z+2)=0. (6.31)

Jika pada persamaan parabola (6.28) yang kita gerakkan sejajar bidang
XOYadalah hiperbola

2 2
a? b?

maka permukaan yang terjadi berbentuk paraboloida hipkrié&imbar 6.7)
X .Y 20,9 (6.32)

ZA

Gambar 6.7 : Paraboloida hiperbolik.

Bidang singgung di suatu titiK(x1,y1,21) pada permukaan ini, persamaannya
diberikan oleh bentuk

X% YN a£(z+zl):0. (6.33)
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Seperti halnya pada hiperboloida daun satu, tulislah persamaan

paraboloida hiperbik (6.32) dalam bentuk

X Y, X Y ,_2p
RARTRE A YSARNRE 4
(a b)(a b) a’

sehingga didapat hubungan

X Y, _ X vy, _1.2p
~+)=/zd - ==(=).
(a b) z dan (a b) /(az)

(6.34)

Sisten persamaan (6.34) menyatakan e¢garss yang dibangun oleh
perpotongan kedua bentuk persamaan bidang. Sehubungan dengan persamaan

(6.39) ini terdapat beberapa sifat berikut:

a) dua garis dalam sistem yang sama didapat saling menyilang;
b) melalui satu titik di permukaan, ada satu garislurus untuk masasing

sistem tersebut;

c). setiap garis lurus yang dibangun dari (6.34) memotong asgauis lurus

yang lain.
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° BAB 7
PERMUKAAN PUTAR DAN GARIS

Dalam mendesain benda industri, untuk mendapatkan unsur keindahan
(khususnya kesimetrian benda) atau kesederhanaan kecekungan permukaan
benda, dapat menggunakan teknik konstruksi permukaaar atau bentuk
permukaan garis. Agar kita dapat memanfaatkan teknik tersebut, pada bab ini
dikenalkan cara membangun kedua jenis permukaan dimaksud. Untuk itu
dalam penyajiannya, pertama, didefinisikan permukaan putar, dan kemudian
dirumuskan ke dalam bert rumusan matematisnya. Kedua, didefinisikan
pengertian permukaan garis beserta formulasinya.

7.1 Permukaan Putar

Definisi 7.1: Permukaan putar adalah suatu permukaan yang dibangkitkan
oleh suatu kurva ruang (sebagai generatrik) diputar mengitari
seluah sumbu putarg yang disebut sebagai sumbu putar
(Gambar 7.1).

Dalam membahas permukaan putar, terdapat beberapa istilah yang
perlu diketahui. Pertama, bagian bidénidang penampang yang melalui
sumbu putar dan dibatasi oleh permukaan putar, disebugadeistilah
penampangpenampang meridian. Semua penamgaggampang meridian
adalah saling kongruen. Sedangkan lingkdiagkaran paralel permukaan
putar adalah perpotongan antara bidhaittang sejajar yang tegaklurus sumbu
putar dengan permukaan putar.
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Gambar 7.1 Permukaan Putar

Sehubungan dengan Gambar 7.1, pandanglah sumbugpu&alui pusat bola
B di P(Xo,Y0,20) dengan persamaan
X-X% _Y-"Y% _2-%
a b “s c (7.1)
Sebarang lingkaran paraleldari permukaan adalah interseksi antara Ila
dalam bentuk

(XT Xo)?+ (YT Yo)? + (21 20)? =/1 (7.2)

dengan suatu bidang yang memiliki normal g,b,c> * ¢, misalnya dalam
bentuk

ax+by+cz=/.. (7.3)

Kedua parameter/, dan /., mendefinisikan lingkarahingkaran paralel
tegaklurus terhadap sumbu pugadidukung oleh perputaran kurva direktfk
Kondisi ini secara umum dinyatakan dalabentuk G(/1,/2) = 0 dan
permukaan putar yang didapat merupakan persamaan dari bentuk

G((XT Xo)2+ (YT Yo)? + (2T )% ax+by+c2 =0. (7.4)

Dalam praktek untuk memudahkan perhitungan mendapatkan permukaan putar
ini, dipilih salah satu sumbsumbu puta©OX, OY atauOZ.

Misalkan permukaan putar didefinisikan oleh perputaran terhadap
sumbuOZ dari sebuah kurva berbentuk
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8y=0danf(x2 =0

di bidangXOZz Jika ditetapkan sebuah titiko(yo,2z5) pada kurva, maka titik
memenuhi persamaan kuryajtu

Yo=0 (7.5a)
dan
f(Xo0,20) = 0. (7.5b)

Perputaran titik ini pada sumb@Z, melukiskan sebuah lingkaran dengan
persamaan dalam kondisi (Gambar 7.2)

Z2=2 (7.5¢)
dan
X2+ Y2+ 22 = X + Yo? + Zo. (7.5d)

Bentuk (7.%®,d) menyatakan bidang melaluF z, tegaklurus sumb®Z dan

bola melalui titik &o,Y0,Z0) berpusat di titik awalO(0,0,0). Jika bentuk
persamaan (7.5a) dan (7.5c) disubstitusikan pada persamaan (7.5d), kemudian
hasilnya substitusikan ke (7.5b), makaakitapatkan lingkaralingkaran yang
berpusat sepanjang sumbu putar. Jadi persamaan permukaan putar adalah

F(VEHY =0 (7.6)

Gambar 7.2 Perputaran titik terhadap sur®zu
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Demikian juga, permukaan putar yang didisikan oleh perputaran terhadap
sumbuOZ dari sebuah kurva berbentuk

x=0danf(y,2 =0

di bidangYOZ persamaannya adalah

F(NEHY =0 (7.7)

Contoh-contoh permukaan putar

a). Tunjukkan permukaan garis dengan persamxaan0 dany = r diputar
terhadap sumb@Z membangun silinde + y? = r2.

Penyelesaian:

Misalkan sebarang titik x¢,yo,20) pada garis, maka titik memenuhi
persamaan garis

X =0 (783)
dan
Yo=T (7.8b)

Persamaan bidang mela(Xo,Yo,2)) tegaklurus sumb@Z adalah
=2 (7.8¢c)
dan bola melalui titik tersebut dengan pud3aidalah
X2+ Y2 + 22 = Xo?+ Yo? + 262 (7.8d)
Jika persamaan (7.8a,c) disubstitusikan ke (7.8d) didapatkan

X2+ ¥y = Yol (7.8)
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0Jadi dari hubungan (7.8b,e) didapatkan persamaan permukaan silinder
X+ P =12

b). Tunjukkan garisy = 0 danx/a + z/b = 1 diputar terhadap sumbDzZ

VXE+Y oz
membangun permukaan kerucut 5~ * 1 =1,

Penyelesaian:

Misalkan sebarang titik X§,yo,z0) pada garis, maka titik memenuhi
persamaan garis

Yo=0 (7.9a)
dan
XJa+ z/b = 1. (7.9b)

Persamaan bidang melalu,{0,20) tegaklurus sumb@Z adalah
Z=2 (7.9¢)
dan bola melalui titik tersebut dengan pu&3aidabh
X2+ Y2 + 22 = Xo?+ Yo? + 262 (7.9d)
Jika persamaan (8.9a,c) disubstitusikan ke (7.9d) didapatkan
X2+ Y2 = X2, (7.9e)

Jadi dari hubungan (7.8b,c,e) didapatkan persamaan permukaan kerucut
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2 2

y . Z _
. Ellipsx = 0 dan 7z *;7~ 1= 0 diputar terhadap sumbDZ, mendapatkan

ellipsoida putar

2 2 2
2 ZZ
Tunjukkan hiperboly = 0 dan 2~ 2 =1 diputar terhadap sumb0Zz
2 y2 Z2
mendapatkan hiperboloida putiun satu g*; e =1,

Penyelesaian:

Misalkan sebarang titikxg,yo,2z0) pada hiperbola, maka titik memenuhi
persamaan hiperbola

Yo=0 (7.10a)
dan

% Yo Z _

e e |

2T @ (7.10b)

Persamaan bidang melalw,{o,z)) tegaklurus sumb@Z adalah
Z2=2 (7.10c)
dan bola melalui titik tersebut dengan pu&3aidalah
X2+ Y2 + 22 = Xo? + Yo + 2o, (7.10d)
Jika persamaan (7.10a,c) disubstitusikan ke (7.10d) didapatkan
32+ Y2 = X2 (7.10e)

Jadi dari hubungan (7.10a,b,c,e) didapatkan peaaa hiperboloida putar
daun satu
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2 2 2 2
a a ¢ -
X Z
e). Hiperbolay = 0 dan - g*gzl diputar terhadap sumbuOX,

mendapatkan hiperboloida putiaun dua

2 2
X VA

2 y2+ =1
a .

2
a 2

o

f). Parabolax = 0 dany? i 2pz= 0 diputar terhadapumbuOZ, mendapatkan
paraboloida putar

X% +y21 2pz=0.

g). Tunjukkan bahwa garig = a dan z = mx diputar terhadap sumb0ZzZ
(Gambar 7.3) mendapatkan hiperboloida putar daun satu

y=a

Gambar 7.3 Perputaran garis di bidgrnga terhadap sumbQZ
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Penyelesaian:

Misalkan sebarang titikxg,a,m%) pada garis, maka titik memenuhi
persamaan garis

Yo=2a (7.11a)
dan
Z=mx (7.11b)

Persamaan bidang melalu,6,mx) tegaklurus sumbQ@Z adalah
Z=mx (7.11¢)

dan persamaan lingkaran di bidang tersebut sebagai
X2+ Y2 = X2+ & : (7.11d)

Jika persamaan (7.11c) disubstitusikan ke (7.11d) didapatkan hiperboloida
putar daun satu
X2 y2 ZZ

a’m

=1
2 a 2 T,

Prosedur membangun permukaan putar dari kkovea direktrik garis,
ellips, hiperbola ataupun parabola terhadap sumbu EXataupunOY dapat
dilakukan seperti pada kasus sumbu pOQAr Adapun jika sumbu putar dipilih
sebarang garis, prosedurnya dapat diuraikan sebagai berikut.

Misalkan persamaan sumbu putar dipilih

X-% _¥Y-YN_2-7
a b c

dan kurva direktrik dalam bentuk

fi(x,y,2) = 0 danfx(x,y,2) = 0.
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4Tetapkan titik pada kurva, maka titik memenuhi persamaan
Bidang melalui titik tersebut dan tegaklurus sumbu putar adalah

<a,b,c> . <XT Xo),(YT Yo),(zT z0)> = O
atau
a(Xi xo) +b(yi yo) +c(z1 z0)> = 0. (7.12b)

Sedangkan bola dengan pusatyg,zi) dan jarijari terhadap titik Xo,Yo,20)
adalah

(XT X2)?+ (YT y)? + (21 22)? = (XoT X1)?+ (Yol Y1)?+ (21 21)? (7.12¢)

Dengan melakukan substitusi reemaarpersamaan (7.12a,b,c) dari satu
terhadap yang lain untuk niailai X.,yo dan z,, maka diperoleh persamaan
permukaan putar.

Contoh permukaan putar dengan sumbu putar dari sebarang garis
Tentukan permukaan putar yang didapat dari perputaran dilljppgangXOY

z=0
dan
X2+ 2021 2x=0
diputar terhadap garis di bidaX@Z
y=0
dan
Z=px
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Penyelesaian:
Tetapkan sebarang titikdyo,0) pada ellips, maka

Xo? + 202 T 2% = 0. (7.13a)
dan persamaan bidang melalxs,Yo,0) tegaklurus garis adalah

<1,0p>. <(XT Xo),(YT ¥0),2>=0 (7.13b)
atau
XT X +pz=0.
Persamaan bola berpusatQgD,0,0) dan melaluix,yo,0) adalah
X2+ Y+ 22 = X + Yo (7.13c)
Dari persamaan (7.13a,b,c), diperoleh bentuk persapearukaan putar

X2+ 2%+ (21 pd) i 2pxzi 2xi 2pz=0.

7.2 Permukaan Garis

Definisi 7.2: Permukaan garis adalah suatu permukaan yang dibangkitkan oleh
suatu garigy (disebut generatrik) yang digerakkan menyinggung
sepanjang kurva satu ar&h yang disebut direktrik (Gambar
7.4).

Kurva Direktrik

Gambar 7.4 Permukaan garis
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Beberapa contoh dari permukaan garis adalah permukaan silinder dan
kerucut. Adapun penyajian aljabar dari permukaan garis dapat dijelaskan
sebagai berikut.

Misalkan garisgaris lurusdalam bentuk

X=mz+p (7.14)

dan

y=nz+q.
Kurva direktrik dinyatakan oleh bentuk

fixy,2 =0 (7.15)

dan

fa(x,y,2) = 0.
Jika garis memotong kurva dan terdapat hdr@@ax, y dan z memenuhi
persamaan (7.14) dan (7.15), makéukmmendapatkan persamaan permukaan
garis tersebut, terlebih dahulu diperlukan hitung harga parapete@metem,
p, ndang. Dalam hal ini untuk memudahkan proses perhitungannya, umumnya
diperlukan lagi syaradyarat tambahan.
Contoh hitung permukaan gas
Diketahui dua garis dibangkitkan oleh

x=0dany=1
y=0danx=2z

dan kurva dalam bentuk

Xzi x+z=0 (7.16a)
dan
X=Y. (7.16b)
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Persamaan garis memotong (melalui) kedua garis adalah

x+/1yi 1)=0 (7.16¢)
dan
y+/2(Xi 2=0. (7.16d)

Jika dilakukan substitusi diantara persamaan (7.16a,b,c,d) sehindaaz
pada persamaan (7.16c,d) dapat dinyatakan ddlandan /,, kemudian
disubstitusikan ke persamaan (7.16a), maka diperoleh

[1/2+2/1+1=0. (7.16€)

Selanjutnya, jika solusi persamaan (7.16e) disubstitusikan ke persamaan
(7.16c,d), maka didapatkan permukaan garis

x=0,y=0
dan

2X21 2xy1 2xz+yz+Xxi z=0.
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8 BAB 8

SILINDER DAN KERUCUT

Sehubungan dengan keperluan pemodelan beeta industri, selain
diperlukan studi bentuk kuadratis ruang, juga dibutuhkan studi tentang
formulasi permukaan silinder dan kerucut. Hal ini dikarenakan bentuk silinder
dan kerucut juga banyak dimanfaatkan dalam pemodelan permukaan benda
benda industri dimksud.

Tujuan studi dalam bab ini adalah, pertama, kita dapat mendefinisikan
pengertian silinder dan, kemudian, mampu menyatakannya ke dalam
persamaan matematis silinder. Kedua, dapat menurunkan persamaan kerucut
yang dibangun oleh suatu garis yang ctiggan sepanjang kurva dan, di lain
pihak, garis tersebut diharuskan melalui titik tetap. Selanjutnya dari hasil
formulasi tersebut, dilakukan contoh hitung konstruksi silinder dan kerucut.
Diskusi operasinal mengenai topik ini, diuraikan sebagai berikut.

8.1 Silinder

Definisi 8.1: Permukaan silinder adalah suatu permukaan yang dibangun oleh
suatu garisg (disebut generatrik) digerakkan secara paralel
menyinggung sepanjang kurva satu ar@h (disebut kurva
direktrik) dengan kondisi geometrik tertentdaris-garis paralel
hasil gerakan ini disebut garis pelukis silinder.

Dari definisi tersebut, jika gargaris paralel itu (garis pelukis)
memiliki koefisien araha, b danc, maka persamaan garis yang melalui titik
tertentu Xo,Yo,2) di kurva adalah (Gamb&1)

X-% _Y-Yo_2-%
T . (8.1)

Dari persamaan (8.1), misalkan

bzi cy= /1
dan
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bxi ay= />,
maka kondisi geometrik dimaksud berhén

G(l 1, 12) =0. (8.2)

Kurva Direktrik

Generatrikg

v<

Gambar 8.1 Permukaan silinder

Jelasnya, misalkan diketahui generatrik bervektor arab,c= dan kurva
direktrik didefinisikan dari kondidi(x,y,z2) = 0 danfx(x,y,z) = 0. Tetapkan titik
(X0,Yo,20) pada kurva, maka berlaku hubungan

fl(XC)yyOyZO) = 0
dan
f2(Xo0,Y0,20) = 0. (8.3)

Sedangkan gargaris pelukis yang melalui titik ini dinyatakan sebagai

X- XO:y' YO:Z' Z,
a b c (8.4)

Jika hargahargaxo, Yo danz, dalam persamaapersamaan garis (8.4)
disubstitusikan ke persamaan (8.3), maka didapatkan persamaan silinder. Cara
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0Iain yang lebih efisien dapat ditempuh dengan menyatakan persamaan (8.4)
dalam bentuk

X-% _Y-Y _ 2%

a b c =| (8.5)
sehingga diperoleh
Xo =X-/a (8.6)
Yo =y-/b
Z =z-/c.

Kemudian setelah mensubstitusikan persamaan (8.6) ke (8.3) dan
meghilangkan nilal , kita dapatkan persamaan silinder.

Contoh-contoh hitung silinder

a). Diketahui pada bidangOY terletak lngkaranx? + y> = 9 sebagai kurva
direktrik silinder. Garisgaris pelukis memiliki koefisien arah positip
<1,2,1> terhadap sumbOX, OY dan OZ Tentukan persamaan silinder
yang didapat.

Penyelesaian:

Pada lingkaran tentukan sebarang tit#s,y,0), makatitik memenuhi
persamaan lingkaran

Xo? + Yo’ = 0.

Sedangkan persamaan garis pelukis yang melalui titik itu adalah

X-% — Y- Yo - £
1 2 1
sehingga
Xo=XT Z

L=yl z
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Harga ini bila disubstitusikan ke persamaan lingkaran daiaman yo
tersebutdidapat persamaan silinder

X%+ Y2+ 572271 2xzi 4yzi 9 = 0.
Tentukan persamaan silinder yang generatriknya sejajar ve#tfioc<
melingkupi bola (menyinggung bola) dengan persamaary? + 22 = r2.
Penyelesaian:

Andaikan garis melalui titikxo,Y0,20), maka persamaan garis yang didapat
adalah

X_ony_yO:Z_ZO:/
a b c '

Garis memotong bola di dua titik sehingga
(x-a/)?+ (y-b/)>+ (z-c/)=r2
Kedua titik potong ditentukan oleh akakar dari persamaan
(@+b?+c? /21 2(@x+by+ca) / + (C+y*+22-1?) =0.
Dalam hal ini, garis singgung dxo(yo,Z) terjadi, bila kedua titik potong
bola tersebut saling berimpit, artinyeberharga kembar. Dengan demikian

didapatkan persamaan silindaxf by + c2) ? - (8% + b? + ¢?) (x* + y? + Z* -
r’) =0.

8.2 Kerucut
Definisi 8.2: Permukaan kerucut (permukaan konik) adalah suatu permukaan

yang dibangun oleh suatu garis (disebut generatrik) digerakkan
melalui sebuah titik tetap dan menyinggung sepanjang kurva satu
arah C (disebut kurva direktrik) dengan kondisi geometrik
tertentu. Titik tetap ini selanjutnya disebut puncak kerucut.
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2 Dari definisi tersebut, jika puncak kerucut di titik av@(0,0,0) dan
generatriknya dalam bentuk persamaan (Gambar 8.2)

y=/1X (8.7)
z=/2X

maka kondisi geometrik dari kerucut ini adalah
G(l 1,12 =0. (8.8)

Dengan demikian persamaan umum dari kerucut puncaknya di titik asal adalah
F(xy,2 =G(/1,/2) =G(y/x, zZx) =0, dengax , 0.

Z

Kurva Direktrik

Generatrik
Gambar 8.2 Permukaan kerucut.
Untuk lebih detailnya, misalkan puncak kerucut di tR«p,yp,Zp) dan kurva

direktrik didefinisikan oth f1(x,y,2) = 0 danfx(x,y,2) = 0. Pilihlah suatu titik
(X0,Yo,20) di kurva, maka berlaku hubungan

f1(Xo0,Y0,20) = O danf2(Xo,Yo,20) = 0 . (8.9)

Sedangkan gargaris pelukis melalui titik puncakxdyp.z,) dan &o,Yo,2),
memiliki persamaan
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XX _ Y- Y% _ 2%

"% YooY %%

Jika hargahargax,, Yo danz, dalam persamaagpersamaan garis (8.10)
disubstitusikan ke persamaan (8.9), maka didapatkan persamaan kerucut.

Seperti halnya pada hitung silinder, cara lain yang lebih efisien dapat ditempuh
denga menyatakan persamaan (8.10) kedalam bentuk

(8.10)

X- X5 — Y- ¥ —
X" X Yoo ¥

Z- 7,
2 = (8.11)

sehingga diperoleh hubungan

Xo = Yot (8.12)
/ .

yO:yp+y_/yP

ZO_ZP_I_Z-ZP

/

Kemudian setelah mensubstitusikan rgaenaan (8.12) ke (8.9) dan
meghilangkan nila/, kita dapatkan persamaan silinder.

Contoh hitung kerucut

Tentukan persamaan kerucut dengan puneed, 1) dan kurva direktrik di
bidangXOYdengan persamaaf+ y? = r2,

Penyelesaian:
Diketahui kurva direltik didefinisikan dari bentuk

z=0danx®+y?>=r2

Tetapkan titik %o,Yo0,0) pada lingkaran, maka? + yo> = r> dan persamaan garis
pelukis dinyatakan oleh hubungan
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4 x-a _y-0_z-1
Xo'a_yo'o_ -1
_a-xX _-y
sehingga*=—_ "4 dan ¥ = 7.

Harga ini bila disubstitusikan ke persamaan lingkaran dajahany, tersebut,
didapatkan persamaan kerucut

XC+y2+ (@27 r?) 2+ (4a%+ 2r%) z+ (2221 r?) =0.
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BAB 9
TRANSFORMASI TITIK
DAN KOORDINAT HOMOGEN

Dalam satu sistem koordinagrsg dilakukan suatu pemindahan obyek
dari satu posisi ke posisi laiRroses ini terkadang dilakukan hanya satu kali
perpindahan atau bahkan diperlukan beberapa kali proses pemindahan.
Sehubungan dengan hal itu dalam pembahasan berikut, kita perlukan
diskusikan tentang transformasi titik dan koordinat homogé®f danRe.

9.1 Transformasi Titik

9.1.1 Transformasi Titik di R?

Pandanglah suatu transformabi memetakan titik P(x,y) ke titik
bayanganny®@0xpyp ) , P aTfR).Belanjutnya kita diskusikabeberapa
bentuk transformadi berikut.

a). Refleksi Titik terhadap Sumbu X, Sumbu Y dan Titik Pusat
MisalkanT: R? - R adalah suatu transformasi yang memetakan titik
& bo
P(xy) kePoxpyp ) ol eh pe rAlc%?é i Bdidefimisikan reéhgar®o
= PA, yaitu

(x a é: (ax+cy bx+dy) 9.1a
Vg 48 (9.12)
atau dapat juga dinyatakan dalam berRak AZPT, yaitu

axX'g_da cgaxg aax+cyd
E{%Q é% d%ﬁ é%x+dy§ (9.1b)

Hasilnya kita dapatkan bahwa koordinatbaxy9 ) adal ah dasiuat u

X =ax+cy (9.2)
yo bx+ dy.
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6Oleh karena itu hasil dari transformasi tit#x,y) ini jelas tergantung dari
nilai koefisierkoefisiena, b, ¢ dand formula (3.2), yaitu elemealemen dari
matriksA. Untuk itu kita evaluasi 3 (tiga) kaspemilihan matriks koefisieA
berikut ini.
U Refleksi terhadap sumbu X
Jika hargaa = 1, b = 0, c = 0 dand = -1, maka dari persamaan (9.2)
diperoleh hubungan

x0 xdanyb -y
yaitu P(x,y) dipetakan k&0 X-y). Hal ini berarti bahwa transformasi yan

didapat adalah suatu refleksi terhadap su@ambar 9.1a). Jadi matriks
koefisienA yang bersesuaian dengan transformasi refleksi ini adalah

a 09
A= é% i 1@ (9.3a)

Dengan demikian menurut formula (9.1a,b), transformasi ini dapat
didefisikan sebagai

, & 0§
(x y)=(x y)é% Y
atau
é’lx'g:él Oaéxg:éxg
¢y'= 5;% -1y ¢y

U Refleksi terhadap sumbu Y

Jika hargaa = -1, b = 0, ¢ = 0 dand = 1, maka dari persamaan (9.2)
diperoleh hubungan

x0 -xdanyd y=
yaitu P(x,y) dipetakan kd?6-ky) sehingaq didapat refleksi terhadap sumbu

Y (Gambar 9.1b). Matriks koefisielPA yang bersesuaian dengan
transformasi refleksi ini adalah
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81 0§
A=B 8 (9.3b)

U Refleksi terhadap titik pusat O(0,0)

Dengan memiliha=-1,b =0, c = 0 dand = -1, maka berarti bahwa titik
P(x,y) dipetakan keP6-k,-y). Dalam hal ini matriks koefisie yang
bersesuaian dengan transformasi refleksi terhadap @@8#1) berbentuk
(Gambar 9.1c)

al 09
A= é@o 48 (9.3¢)
Y 4 Y4 YT P(xy
Pxy  PO@X=Po(| | Py R
« : > < . A0 X
T Ol Y o) > 4
. X X . N
A P 6, PO -
v P 6k .9)= 6.9 (
v
(a) (b) (c)
Gambar 9.1Refleksi titik terhadap sumbx, Y dan titik pusat
b). Rotasi

Pandanglah transformasi seperti dalam persamaan (9.1), kemudian
pilihnlah elemerelemen matriks koefisieA dalam persamaan (9.1) tersebut
sebagai

a= cogy b =sing
c=-sing d=cogy

sehingga transformadi terdefinisikan sebagai perkalian matriks
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o dcosy singg
(x y)=(x wgsmq cosyB (9.42)

= (xcogy- ysing xsing +ycosy)

acosy - sing@axg axcosy- ysingg

0_
c @_é%nq cosy =¢y+ ¢ sinq+yc037§- (9.4b)

Matriks

Q

acosyy singa

&

A= .
& sing cogy=

(9.4¢)

pada (9.4a) ataupun matrik

_acosy - singd

A=
é%inq coyy Q

(9.4d)

pada (3.4b) adalah matriks koefisien yang bersesuaian dengan rot@&gkylik
keP(x6yp ) t er had &(®,0)tsdbasar kudgbertawanan arah jarum
jam (arah trigonometri). Kita perlihatkan sebagai berikut.

Jikar menyatakan jarari putar dari pusat putdd(0,0) ke titik P(x,y),
maka untuk koordinat titile berlaku hubungan (Gambar 9.2)

X=r cosf
y=r sinf.

Demikian juga, karena titik bayang®0x0yp ) me mi-jdriisdperti halreya i
P(x,y), maka untuk koordat titk P6 ber | aku hubungan

X =rcos@+r)
y 6 rsin(g+ /).

Kesimpulannya bahwa
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(x y)=(r cosg+r) rsin@@+f))
=(r cosg cosf - r sing sinf r sing cosf +r cosq sinf)
= (xcosq- ysing Xxsing+ ycosq)

dcosg singg

=(x )
( y)éﬁ sing cosq@
Y A
P &g
g N\ PY)
d f »
OV X

Gambar 9.2 Rotasi titik terhadap titik avzamenurut arah trigonometri

c). Dilatasi

Misalkan transformasil menurut persamaan (9.1), kemudian dipilih
a=ky, b=c=0 dand = k, maka dari peemaan (9.2) diperoleh hubungan

x0 kxdanyd ksy

yaitu P(xy) dipetakan kd0 kix, koy). Hal ini berarti bahwa transformasi yang
didapat adalah suatu dilatasi (Gambar 9.3). Jadi matriks koefisigang
bersesuaian dengan transformasi dilatasiaddal

ak 09
A=é§) &Q (9.5)

Matriks A memberi fasilitas untuk memperbesar atau memperkecil
suatu gambar (bangun geometri bidang) dalam dua arah, artinya semua
koordinat &,y) dari gambar setelah dilakukan proses transformasirakafadi
(kix, koy). Pemilihanks menyajikan skala menurut sumBwank. menyajikan
skala untuk sumby. Jika kedua skala berbeda, maka perubahan skala kedua
sumbu berbeda dan gambar yang didapat secara umum tidak sebangun dengan
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0gambar semula. Sebaliknyji&a kedua skala sama, maka perubahannya
seragam sehingga gambar yang didapat sebangun dengan gambar aslinya.

YA YA
| SO R6
_ AR RO _
] P QP Q 4 R
> P ;\Q Q >
ol T T 1T 1T 1T 1T o) 1 T
(a) (b)

Gambar 9.3 Transformasi dilatasi

Contoh 1:
Suatu segitigdPQR dengan titiktitik sudut P(1,2), Q(2,2) danR(2,3)
ditransformasikan oleh matriks
a3 0§
A= é% 1@
diperoleh

20 a3 20
83_3 09 O

- R ¥

"‘?@3 %?3%’

Jadi segitiga bayangaR@QAR0 bert i ROI(IKBQEWB UZR (G aB)
seperti terlihat pada gambar (9.3a).

Contoh 2:
Suatu bujursangkdQRSdengan titiktitik sudutP(0,0), Q(1,0),R(1,1)
dan§0,1) ditransformasikan oleh matriks
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diperoleh

a0 0§ a0 0§

0 & o0

0pad4 0§ a4 0o

0% 4873 40
g :

1+ (; 4+

8

B8 B

Jadi bayangarP@QQ@R6 berupa bujur saPi§ R @d()4belr)t,i
R(4,4) danS0,4) seperti terlihat pada gambar (9.3b).

d). Pemotongan

Misalkan transformasiT didefinisikan menurut persamaan (9.1),
kemudian dipilih hargdarga berikuta= 1, b =k, 0,c = 0 dand = 1, maka
dari persamaan (9.2) diperoleh hubungan

X0 Xx= (9.6
dan
yo kx+y

yaitu P(x,y) dipetakan kd?6 X kx + y). Hal ini berarti bahwa transformasi yang
didapat adalah suatu pemotongan menurut sifi{@ambar 9.4a).

Contoh 1:
Dengan menetapkdmn= k = 2 untuk persamaan (9.6), bayangan dari-titik
P(0,0),Q(1,0),R(1,1) dany0,1) dapat ditentukan oleh

05 20 05
0641 256 & 25
O = s
Oé% 1§ 8 30
il

B8 B8
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2Dengan demikian bayangan yang diperoleh adB@i 0 QA() L, R62()1,, 3)
dan (0, 1) seperti gamblx0,c=%, @amnd=1Dal a
dalam persamaan (9,18ita dapatkan pemotongan menurut sumbuikab
danctidak sama dengan nol, maka pemotongan terjadi pada sxiodmu.

Contoh 2:
Dengan menetapkaa = 1, b = 2, ¢ = 3 dand = 1 untuk persamaan (9.1),
bayangan dari titiitik P(0,0),Q(1,0),R(1,1)danS0,1) dapat ditentukan oleh

a0 0§ a0 0§
& 0, & 0
A 068l 20_a 26
x 108 87a 50
B

Dengan demikian bayangan yang diperoleh adafalf 0 Qd0()1,R62)4,, 3) da
SH(3,1) seperti pada Gambar (9.4b) .

YA A

R Y

Q _|

R
S=[S R
Q
OP=P Q —x  OP T
() (b)

Gamba.4 Transformasi pemotongan

e). Translasi (Geseran)

TransformasiT yang memetakan titilP(x,y) bergeser sejauky satuan
kearah sumbiX dank, satuan ke arah sumbisehingga didapat titik bayangan
POXOYP ) T(P, didefinisikan sebagai (Gambar 9.5a)
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(X6 y0) x ¥+ M k)= Ktk y+ko)

(9.7a)

atau

28-2828-2 8 (0.7b)
¢y ¢¥= cker gXtkos

Contoh:

Hasil pergeseran segiempBQRS dengan titiktitik sudut P(0,0), Q(2,0),
R(1,1) danS(0,1) digeser sejauh 2 satuan ke arah suxhtfan 3 satuan ke arah
sumbuy, dapat ditentukan melalui persamaan (9.7a), yaitu

Pt (0 0)+(2 3 = (2 3
Qt (2 0+(2 3) = (4 3)
RT (1 3)+(2 3 = (3 6

(
+(2 3 = (

N
a1

)

Dengan demikian bayangan yang diperoleh karena transformasi ini adalah
P6 ( 2Q03()4RG3.0)dansd ( 2, 5) seperti pada Gamba

YA YA R
I — P.6.9.)0 S
Bapgun
— Ke arah — Hasil
n sumbu Y R
_______ > S P Q
P Xy Ke arah Bang ¢
] sumbuX 1 Asal
0 T 1 % o T © T x
(@) (b)

Gambar 9.5 Transformasi translasi (geseran)
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%). Proyeksi Titik pada Garis

Transformasi memproyeksikan titiR(x,y) ke g;arisg Ly=mx+Kk
didapatkan titikT(P) = Poxpyp ) d o ggldan PP” 9. KoordinatPé
dapat dihitung sebagai berikut (Gambar 9.6a).

y = mx+ y=mx+

YA

K(O,

() (b)

Gambar 9.6 Proyeksi dan pencerminan titik ke garisnx+ k

Vektor KP" adalah proyeksi dari vektokP pada garisg, maka berlaku
hubungan

— KP'. KP'
ke e
KP KP' ,

—) KP'.
KP'.KP'
Dengan demikian terdapat hubungan

<X, y- k>.<(X-0),([ mx+k] - k)>
<(X6- 0),(yé- k)> = ( X2+(m2X2)
(xx+my><-mkx
= X2+(m2X2)

Q>
3
&
\%

)< X ,mx>
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X+my- mk
<x0 y6(K)> - W.<l,m>_
Jadi didapatkan
. X+my- mk
X= " 1inf (9.7¢)
o omx+mi(y- k) K
o= e <

0). Refleksi Titik terhadap Garis x = kdan Garisy = mx + k

Jika titik P koordinatnyaP(x,y), maka hasil transformasi pencermiran
ke garisx = k adalah titik P6xQyp ) dexgayan di defini sik
hubungan

X=x+2Ki X)=2KT X
y =Y.

Sedangkan transformasi titlk(x,y) ke garisy = mx + k ditentukan oleh suatu
hubungan (Gambar 9.6b)

@=@+2(W)_ (9.7d)

Jika koordinat tittkK6 di f or mul asi kan ol ebkntuper s a
(9.7d) dapat disederhanakan menjadi
X+my- mk mx+m’(y- K)

X0 Yo(> = Xy - K>+ 20"y -¥ [T e -
yD)-
Oleh sebab itu koordinat titik bayanggéx@yp ) , di per ol eh
X+ my- mk
0 = 32fr )X
mx+m’(y- k)

yo —_?Lj(—)l 3KT y.



1 Beberapa bentuk systendikat
3

6h) Transformasi Komposisi

Suatu transformasi refleksi terhadap titik puSéd,0) dapat dipandang
sebagai komposisi dari dua transformasi berikut
a). transformasi refleksi terhadap sumbu
b). transformasi refleksi terhadap sumbu

Oleh sebab itu, bayangan titikP(x,y) karena transformasi ini dapat
didefinisikan sebagai

al 06
(x6 yo ) x ) éﬁo S18=(x )

atau juga

al 09 &1 09

&l
(x6 yo ) X%/)é% _1§-;§0 18=(x -y

Secara umum untuk menatkan bayangan titik yang dikehendaki, kita dapat
menggunakan komposisi transformasi refleksi, rotasi, dilatasi ataupun translasi
dengan cara memanfaatkan perkalian diantara mavéteks koefisien yang
sesuai dengan urutan dan jenis transformasi yangakan dalam pemetaan
tersebut.

9.1.2 Transformasi Titik di R3

Misalkan transformasT : R® - R2 merupakan pemetaan titR(x,y,2)
ke titik bayangannyaPoxpypzd ) s e A(PngBéa a Pda u HP).
Selanjutnya kita diskusikan beberapa transformaskutani.

a). Refleksi terhadap BidangXOY, XOZdan YOZ

Pada refleksi terhadap bidaX®Y, titik P(x,y,z) dipetakan pada titik
Px6ypzd ) dengan hubungan (Gambar 9. 7)
X =X
yo y=
06 -=
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P(xy.2

Y

X v P&,g 6),=Py, 2

Gambar 9.7 Refleksi terhadap bidax@QY

Dengan demikian hasil refleksi titile(x,y,z2) terhadap bidangKOY dapat
dinyatakan dalam bentuk perkalian matriks

al 0 Oo

(x vy 2)=(x vy Z)a@ 1 00 x y -2 (9.8a)
P o -19

atau

axg & 0 00AX§ 4X8

2o & 020 & 0

aefo=a@ 1 00%’0=86yo (9.8b)

&9 B o -19%° &L

disebut sebagai matrik&oefisien yang bersesuaian dengan transformasi
refleksi terhadap bidangOY.

Dengan cara yang sama seperti pada refleksi terhadap bxdarg
matriks koefisien yang bersesuaian demgransformasi refleksi terhadap
bidangXOzdanYOZadalah
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8
al 0 0§ a1 0 05
& 0 & 0
Axoz=3 -1 06 dan Ayoz=&0 1 06
g% 0 19 geo 0 19

b). Rotasi terhadap Sumbuz, Y dan X

Dalam bentuk perkalian matriks, transformasi rotasi terhadap sdmbu
dapat dinyatakasebagai (Gambar 9.8)

dcosg sing 0§
£ o)
(x y z)=(x y z)eesing cosg 05

ée 0 0 19 (9.9a)
=(xcosg- ysing xsing+ycosg z)
atau
233‘8 gé:osq - sing Ooéxﬁ axcosy ysmqo
&/ 6=asing coyy Ooaeyo aé(SlanCOSqo (9.9b)
&2 %o 0o 19&9 & z 0

v <

Gambar 9.8 Rotasi terhadap sunzbu
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Adapun matriks koefisien yang bersesuaian dengan rotasi s¥ndan X
masingmasing dinyatakan dalam perkalian matriks menurut formula (9.9b)
adalah

co 0 singg
40 0 sing
Ay=2 0 1 09
& sing 0 cogy®

géL 0 0
Ay=238 coyy - sinqq_
@ sing cogy 2

oo

c). Dilatasi

Transformasi dilatasi yang memetakan ti#x,y,z2) ke POxQypz0d )
didefinisikan dengn bentuk formulasi berikut

ak1 0 Oo

(x y 2)=(x v 220 k 0o=(kx ky k2 (9.10a)
R 0 k2

atau

aXo &, 0 0gaxe akxg

& 0 & Ox0 & 0

&o=ad Kk 0o6ay6=akyo, (9.10b)

22 B 0 k¥ F22

Dalam hal ini pemilihan harga menyajikan skala kearah sumBuk. kearah

skala sumbwy danks menyajikan skala kearah sumBulikaki = k2 = ks, maka

peta obyek yang didapat sebangun dengan obyek aslinya (mungkin diperbesar,
diperkecil atau tetap).
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0d). Translasi (Geseran)

Transformasi titikP(x,y,z) ke titik PoXpypz0 ) ol eh suat u ge
ki satuan kearah sumbX, sejauhk. satuan kearah sumbYi dan sejaubks
satuan kearah sumiz) dalam bentuk perkalian matriks dinyatakan

x v 2)=(x y 2k k k)=(x+k y+k, z+k) (9.11a)

atau

axg axg ak g ax+ka

&0 &0 0 & (0]

& 6= o+ aK6=a Tk0, (9.11b)
0 0 (0) o)

20 @0 RE Bk

9.2 Koordinat Homogen

Jika kita evaluasi bentukepsamaan (9.1a), ternyata matrikstidak
dapat menyajikan transformasi geseran sefashtuan kearah sumbtdann
satuan kearah sumbd. Untuk memecahkan problem ini maka kita dapat
memodifikasi persamaan (9.1a) tersebut menjadi bentuk lain setirbggaA
dinyatakan

(X6 yo ) PA+G = (ax+tcy+rm bx+dy+n) (9.12)

dimana G merupakan matriks ordo 1x2 untuk transformasi geseran. Dari
bentuk (9.12) dapat disimpulkan bahwa dalam transformasi bidang, matriks
ordo 2x2 tidak dapat menyagik transformasi transalasi dilakukan serentak
dengan transformasiansformasi refleksi, rotasi ataupun dilatasi. Dengan kata
lain untuk perlakuan kesemua transformasi tersebut, diperlukan dua operasi
matriks terhadap\ dan kemudiarG. Oleh sebab itu untujalan keluar agar
transformasi tersebut dapat dilakukan secara kompak, kita lakukan penyajian
matriks k y)dan & y6) kedal am bentuk

(x y 1)dan kb yb 1)
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sedangkan matriks koefisighdanG kita ganti dengan matriks transformasi
ordo 3x3. Selanjutnya kita tuliskan formulasi baru yang dapat digunakan untuk
perlakuan seluruh jenis transformasi tersebut sebagai berikut

aa b 09
= ¢ 00
(x6yo xy1) :
éa‘?n n 19
= (axtcy+m  bx+dy+n 1)
atau dapat diringkas

HO HT. (9.13)

Kesimpulan yang didapat dari penyajian bentuk (9.1a) atau (9.12) terhadap
persamaan (9.13) adalah bahwa problem transformaspPfitily) ke P6x0yp )

di R? dapat diselesaikan & dengan memanfaatkan koordinat homogli H3
sebagai transformasi titiR(x,y,1) ke PoXpyp , 1) . Ol eh karena
mengevaluasi bentuk umum matriks

d4a b pd
& 0
g?n n s2

dalam transformasi homogen it berikut. Titik P(x,y) di R?, dapat dipandang
sebagai titikP(xn,yn,h) di H® dengan

X=xn/h
dan
y=yn/h

dan titik hasil transforma$?6xpyp ) Redlipandang sebagai titiRo x.0y,0h)
di H® hasil transformasi bentuk

(X0 y0 h)y=(x vy 1)T (9.14)
dengan
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Xh0 ax+cy+m

Y0 bx+dy+n

o h =pxtgy+s . .

atau jika dinormalisasikan dinyatakaebagai

xO0h yolh 1) =k y 1)T (9.15)

dengan h tidak nol. Adapun untuk tafsiran geometrisnya dapat kita
demastrasikan seperti pada Gambar 9.9.

Analog dengan solusi problem transformasi titik Rfj transformasi
titik P(x,y,2) ke POxpypzp ) Riddapat dilaksanakan secara serentak melalui
transformasi refleksi, rotasi, dilatasi dan geseran dengan bantuanjigenya
koordinat homogen bentuk normalkdit berikut (Kusno, 2003)

OW yolh z0h )=y z )T (9.16)

denganT berupa matriks ordo 4x4 dértidak nol.

"

—

H

? A . h=1
P(Xn, Y, P 6¢:0ynG /
)
DoA——2

Gambar 9.9 Transformasi titik dR? melalui batuan Koordinat Homogen di
H3
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BAB 10
PROYEKSI PERSPEKTIF DAN PARALEL

Dalam bab ini dibahas beberapa jenis proyeksi perspektif dan paralel,
serta penggunaannya di dalam membangun sistem grafik guna penyajian obyek
pada layar monitor komputer. Melalui diutersebut diharapkan kita dapat
memahami perbedaan keperluan jenis proyeksi untuk visualisasi obyek
berbantu komputer antara bidang komputer grafik, arsitek, seni, maupun untuk
bidang pemodelan benda industri.

10.1 Proyeksi Perspektif

Dalam komputer @fik, proyeksi pespektif sangat bermanfaat untuk
menyajikan benda agar nampak lebih alami seperti yang dialami oleh
pandangan mata manusia. Untuk itu terdapat beberapa hal yang perlu diketahui
sehubungan dengan proyeksi perspektif ini. Pertama, pusatkprdogrjarak
berhingga terhadap bidang proyekbidang gambar dan hasilnya secara
umum tidak mengawetkan ukuran benda yang diproyeksikan. Selain itu, hanya
garisgaris yang sejajar bidang proyeksi saja yang tetap sejajar, jika dipandang
secara perspektif

Dalam proyeksi perspektif terdapat istilatik lenyap yaitu titik temu
(konvergen) dari garigaris sejajar. Tegasnya, titik lenyap dari suatu himpunan
garisgaris sejajarG adalah suatu titik dimana sebarang garis selain melalui
pusat proyeksi dan efjar terhadap himpunan gagaris sejajarGtersebut,
maka garis juga memotong bidang proyeksi. Jarak dan sudut mengalami
perubahan akibat proyeksi, kecuali permukaan obyek yang diproyeksikan
sejajar terhadap bidang proyeksi (bidang gambar).



1

FENE N

Beberapa bentuk sysierdikat

(Bidang
Proyeksi)

~ M
B W (Pusat Proyeksi)

(a). Perspektif

(c). Dua Titik Lenyap 1dan L

.,

~

(b). Satu Titik LenyapiL

L1

[ 2

(d). Tiga Titik Lenyap kL L>dan L3

Gambar 10.1 Perspektif dengan titik lenyap

Proyeksi perspektif (kerucut), diklasifikasikan atas 3 (tiga) jenis, yaitu:

1) satu titik lenyap
2) dua titk lenyap
3) tiga titik lenyap (Gambar 10.1).

Dalam perhitungannya, ditentukan oleh 5 (lima) variabel berikut:

a) kedudukan (arah) dari
diproyeksikan

bidang gambar relatif terhadap obyek yang

b) kedudukan (ketinggian) bidang gambar relatif terhadap obyek

c) jarak pusat proyeksi terhadap obyek
d) jarak bidang gambar terhadap obyek

e) pergerakan horisontal pusat proyeksi terhadap obyek.

Adapun untuk formula praktis hitung ini, dapat diuraikan sebagai berikut.

Pandanglah dalam sistem koordinat Cartesiusktdgrus P,X)Y,Z],
kita lekatkan ruang vekto@i,j k] dengani, j dank merupakan vektevektor
basis ortonormal diR®. Misalkan diketahui vektor posisi dari titik mata
observator atau pusat proyekd(xo,yo,zo) adalahm dan titik bendaB(Xo,Yb,2)
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adahh b. Persoalannya adalah mencari posisi titik gan®B@oypzp ) pada
bidang gambartG hasil proyeksi titik benda terhadap titik mata dengan vektor
posisig (Gambar 10.2).

Jika kita definisikan titik awal bidang gamb& adalahr, dan arah
sumbusumbunyapada arah vekton danv, maka vektorg dapat dinyatakan
dengan

g=ro+xa +ydv
atau juga
g=2z0b+ (17 z0 In.

Jadi didapatkan hubungan

rot+ x@ +yor =z + (17 z o) (10.2)
Dengan demikian dari persamaan (10.1) kita dapat menenkokadinat titik
gambaiG(xéypzd ) mel al ui perkalian skal ar da
X6 bEim).[vA(roi m)]. (1) (10.2)

yo b m].[u@(roi m)]. (-1w)
26 i n].[udv]. (1)

dengan harga
w=[bi m].[udv].

Jika titik mata observator berjardldari bidang gambar, maka diperoleh

m=ro+dn
dan
n=ug@v

Oleh karenanya persamaan (10.2) menjadi
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®o6 (b1 ro).u]. (Lhw) (10.3)
yo -=d(bT ro).v]. (1)
260 -d. (1Mn)

dengan haa

wi=[(bire).n]T d.
Titik Benda

Bidang B(Xo,Yo,2

Gambar

Gambar 10.2 Hitung proyeksi perspektif
10.2 Proyeksi Paralel

Definisi 4.1 Misalkant suatu bidang tidak paralel terhadap ggri$itik M di
ruang dapat dikawankan dengan titlko d dengan cara
mengintersksikan gariggb  yang di Maaqajakgarige | al u
memotongt. Titk M6 di sebut Mkelmdareksscara t i t i
paralel terhadap gargdan selanjutnya metode proyeksi ini kita
sebut sebagai metoderoyeksi paralelatau proyeksi silindrik
(Gambarl0.3).
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(a). Garis Aralg Miring terhadap Bidang (b). Garis Arahg Tegaklurus
Bidangt?

Gambar 10.3 Proyeksi paralel (silindrik).

Terdapat beberapa sifat sehubungan dengan proyeksi paralel, yaitu:

a) jika A, B, C tiga titik berbeda dadd B6 C6  m a-masinggroyeksinya di
bidangt, maka AA// BB//CC'.

b) jika tiga titik A, B, C pada satu garis yang tidak sejajar bidang proygksi
maka proyeksinyd0 B0 dCa n j u g a Datam pad ini jikaB. diantara
AdanC,makaB6 di a;htd@&a&mGambar 10. 4b) ;

c) jika garis g//gb dan k e & wsejajay bidang iprdyekst, maka
proyeksinya pada bidarfgsejajar atau berimpit (Gambar 10.4c);

d) jika P1P2Ps...Ps suatu poligon konveks, maka proyeksir#P,d:0 Pnd .
adalah poligon konveks;

e) proyeksi segmen gariﬁB menurut arah g& g terhadap dua bidang
proyeksiti paralelt,, didapatkan segmesegmen garis yang kongruen.
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o b

Pusat Proyeksi di A

2L

(a).Posisi Pusat Proyeksi ([d)iga Titik Segaris  (c). Dua Segmen Sejajar

4

Gambar 10.4 Proyeksi paralel

Dalam proyeksi paralel, secara umum terdapat 2(dua) jenis proyeksi, yaitu:
a). Proyeksi paralel ortogonal (tegaklurus)

Dalam proyeksi ini arah garis proyeksinya adalah tegaklunreadap
bidang proyeksi. Sedangkan jenisnya antara lain:

1). Proyeksi aksonometri (ortografik)

yaitu proyeksi paralel pada bidang yang menyajikan obyek secara tiga

dimensi agar tampak alamiRada proyeksi ini menampilkan bagian

muka obyek, samping dan bagibelakang obyek. Bentuk dan ukuran

ketinggian tidak dipertahankan kecuali bagian muka obyek yang sejajar

terhadap bidang proyeksi (Gambar 10.5). Sudut -siku tidak

dipertahankan, lingkaran disajikan kedalam bentuk elips. Proyeksi ini

umumnya dipakai @lam penyajian konstruksi komporkomponen

mesin dan struktur obyek. Jenisnya ada tiga menurut arah bidang

proyeksi, yaitu besarnya sudut yang dibentuk antara bidang tersebut

terhadap sumbaumbu koordinat. Kita dapatkan proyeksi:

- isometrik, jika ketig sudut adalah sama. Ketiga sumbu koordinat
dipendekkan dalam perbandingan yang sama.

- dimetrik, jika ketiga sudut adalah samBua sumbu koordinat
dipendekkan dalam perbandingan yang sama.
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- trimetrik, jika ketiga sudut adalah berbeda. Ketiga sumbudioat
dipendekkan berbeda.

2). Proyeksi industri
yaitu menyajikan dua atau beberapa permukaan obyek secara eksak.
Banyaknya sudut pandang permukaan obyek tergantung dari
kompleksitas permukaan obyek. Dalam proyeksi ini sering digunakan
garis titik-titik atau tersembunyi dan proyeksi ini umumnya dipakai
dalam gambar teknik atau arsitektur.

ZA

Gambar 10.5 Proyeksi aksonometri

b). Proyeksi paralel miring

Pada progksi miring, garis arah proyeksi adalah miring terhadap bidang
proyeksi. Tipe ini digunakan untuk menyajikan obyek dalam satu
permukaan dari aspek tiga dimensi dan dikarakterisasi oleh besarnya sudut
yang dibentuk antara bidang proyeksi dengan garis a@feksi. Garis

garis lenyap umumnya digambarkan membentuk ssuldat 30 atau 43
terhadap horisontal. Jenisnya antara lain adalah (Gambar 10.6):

1) proyeksi kavaleri, jika garis lenyap membentuk suduit dén tidak
dipendekkan.

2) proyeksi kabinet, jikagaris lenyap membentuk sekitar 63,dan
dipendekkan dengan perbandingan %. Dalam hal aplikasi, proyeksi
kabinet nampak lebih alami dan realistik daripada proyeksi kavaleri.
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(a). Proyeksi Kavaleri

1

1

1/2

(b). Proyeksi Kabinet

Gambar 10.6 Proyeksi Kavaleri dan Kabinet.

Untuk mendapatkan formulasi praktis tentang hitung proyeksi paralel,

kita perlu melakukan beberapa tahapanalisa berikut. Pandanglah dalam
sistem koordinat Cartesius tegak lur@X,Y,Z], kita lekatkan ruang vektor

[O,i,j k] dengani, j dank merupakan vektevektor basis ortonormal 6.

Pandang titik obyek yang akan diproyeksikan pada bidang ksoye
(bidang gambar), dinyatakan dengan vektoArah proyeksi mengikuti vektor
u dan posisi titik hasil proyeksi (titik gambar) yang terletak di bidang proyeksi
(bidang gambar) dinyatakan oleh vekt@r .

Bidang gambar

ro dan berkoordinamenurut arah vektar; danuz (Gambar 10.7).

Titik Gambar

Bidang Gambar

Gambar 10.7 Hitung proyeksi paralel

ber

Berdasar dari ketentudeetentuan tersebut, maka dapat diperoleh beberapa

hubungan berikut
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r'=ri z ataurd rgt xau; +yai,

sehingga
riro= xau +yau, + zau. (10.4)
Jadi koordinat titik gambar x6, yo6 da
. (I’-I’O).(UZXU).
X = u.(u; xu,)
(1)U xu)
y 0 a.(u,xu,) (10.5)
R (r'_ro)-(ulxuz)
20 T.(u,xu,)

Jika bidang proyeksiiplilih tegaklurus terhadap garis proyeksi, maka formulasi
koordinat titik gambar menjadi

X' = (r-ro).us; r-youz; = (r-g). = ( (10.6)

10.3 Sistem Koordinat Observator dan Proyeksi ke Monitor

Pada bagian ini kita bahas sistem grafiknehsi tiga dengan bantuan
konsep transformasi titik melalui penyajian koordinat homogen dan proyeksi
perspektif (Kusno 2003). Dalam hal ini terdapat dua versi studi guna
menyajikan obyek di ruang. Versi pertama, titik pandang pada layar monitor
diangg® tetap dan benda ditransformasikan sesuai dengan keinginan Kkita.
Versi kedua, benda yang kita pandang tetap dan titik pandang observator
relatif yang harus berpindah (bergerak). Adapun dalam pembahasan ini kita
tertarik versi yang kedua agar mendapatsanyajian obyek yang lebih alami.
Untuk itu berkenaan dengan Gambar 10.8a, pandangldtahlaérikut:

a. benda direferensikan terhadap sistem te@al,V,Z];

b. mata observator direferensikan terhadap sistem rel&ii[Yo,Zo]

c. monitor dipandang bidang yartggaklurus segme®M dan terletak pada
jarakd dari mata observator

d. sumbuZ, dari sistem observator diarahkan pada titik &sal

Selanjutnya dengan batuan koordinat sperik (bola) untuk menyatakan
posisi titik mata observatdi(xo,Yo,2), kita cari matrikgransformasil 4x4 yang
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2berguna untuk mengobservasi benda melalui metode Dony (1990) dan Watt
(1989) berikut (dimulai dari Gambar 10.8a.i):
a. Translasikan titik awd ke M, maka didapatkan relasi
X =R.CosqgCosf

Yo =R.Sing .Cosf
Z, =R.Sinf

dan mariks translasinya adalah:

al 0 0 05
& 0
=0 1 0 0p
Ti=&eg o 1 0%
% X =Y -4, 18

Hal ini berarti sistem@,X,Y,Z] ditransformasikan ke sistenM[X1,Y1,Z1]
seperti terlihat pada Gambar 10.8a.ii.
b. Rotasikan sistem M,X1,Y1,Z1] terhadapZ: agar sumbuY:i negatif
memotong sumbid. Adapun matriks rotasinya adalah
ge Sing Cgsq 0 08
2 Cosg Sing 0 0

T2=a o 1 0%
{?o o o 19

dan hasilnya kita dapatkan sistelh,Xo,Y2,Z2] seperti Gambar 10.8a.iii.
c. Rotasikan sistemM,X2,Y2,Z2] dari (90 + f) terhadap sumbu(z, yaitu
memutar sumbw, menuju keO, sehingga didapagistem M,Xs,Y3,Z3]
seperti terlihat pada Gambar 10.8a.iv. Matriks rotasinya adalah
al 0 0 08
& , 0
a8 - Sinf -Cos 0p
Ts=29 coy -sinf 09
c 0 0 1§
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d. Konversikan sistem tetap yang telah didap&ixg,Ys,Zs] ke sistem relatif
[M,Xo,Y0,Z0o], yaitu cukup mengganti arah sumb{y secara berlaanan,
seperti terlihat pada Gambar 10.8a.i. Matriks transformasinya adalah

g—:- Sing Cosxg O Og
2= Cog Sing 0 0p
Ta=e&® g o 1 0%
% 0 0O O 1§

e. Menghitung matrik3 sxs yang dicari melalui perhitungan
T4x4 = T1.T2.T3.T4. (10.7)

Dengan menggwkan konsep dasar penyajian koordinat homogen bentuk
normal diH* dan bentuk (10.7), maka transformasi dari sistem tetap benda
[O,X,Y,Z] ke sistem relatif observatoM|Xo,Yo,Zo], dapat ditentukan dengan

Xy z1).Taxa=(X Yo 2 1).

Hal ini berati bahwa semua titik dalam sistem tetap ben@g|y,Z] akan
menjadi sistem relatif observatdv [Xo, Yo,Zo] melalui formulasi berikut:

Xo =-X.Sing+y.Cosg; (10.8)
Yo =-X.C0sq.Sinfi y.Sing.Sinf +zCosf;
Z, = -X.CosqgCosfi y.SingCosfi z.Sinf +R.

Misalkan sembarang titil(Xo,Y0,20) dalam sistem koordinat relatif
observator W,Xo,Yo,Zo]. Proyeksi perspektifnya ke layar monit@§ dapat
dirumuskan sebagai berikut (Gambar 10.8b). Kita tetapgosisi monitor
tegaklurus sumbi, dan berjarald dari M, maka proyeksi titik® ke monitor
PO xG,Ye) jika dihitung melalui kesebangunan segitiga, berlaku:

X6 = [d.x)/ 2o

dan
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4ye = [d.Yo)/ 2. (10.9)

Selanjutnya untuk simulasi hasil dampak perubahan parametérdan d
dalam penyajian kurva dan permukaan, dapat dilihat pada Gambar 10.8c

berikut.
Z / XO Z ZlA
M ’ Y1
X1
o) > Y Ol > Y
¥ g X
X \QLQ N
4 Zz“
Z
(i) I’
M
\ Y2
o) A X2 > Y 9
X
x i |

(a) Transformasi koordinat benda ke kdimrat observator
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Yo
/ P(Xoyyo,zo)
Yo A yG
MOM 2.
P(Xo,Yoizo) M q v
P(W Monitor
M > Z, i d > Z,
” Xa \G
Xo P(Xo,Y0,20)

(b) Proyeksi titik obyek dalam koordinat observator ke monitor (a)

Theta=45 Phi=45d=35 Theta=45 Phi=48=15

Theta=55 Phi=25

(©)

Gambar 10.&istem koordinat observator dan proyeksi ke monitor
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BAB 11
SIFAT-SIFAT LOKAL
KURVA DAN PERMUKAAN NATURAL

Desain bentuk benda, umumnya dibangun melalui formula yang tidak
unik. Dengan kata lain, pemodelan bentuk benda banyak dibangun melalui
prinsip penggabugan beberapa bagian benda yang lebih kecil untuk
mendapatkan bentuk benda secara utuh. Untuk itu agar operasi penggabungan
optimal, maka kita perlukan studi lokal tentang kurva dan permukaan.
Tujuannya adalah agar kita dapat menggabung beberapa potongan
kurva/permukaan dengan mulus (baik ke arah datar, lengkung, ataupun
berpuntir) sehingga benda yang didesain kelak bentuknya menjadi baik/indah.

11.1 Sifatsifat Lokal Kurva

Pada bagian ini kita diskusikan tentang penyajian parametrik reguler
kurva, gerakantrihedron dan penyajian Frenet kurvéintuk itu, kita
definisikan selanjutnya peristilahan kurva reguler berikut ini.

Definisi 11.1: Suatu kurvaX(t) dengant dalam domain redl disebut dalam
penyajian parametrik reguler kl&S jika dipenuhi kondisi

a). X(t) suatu fungsi 4L, klasC"
b). X &t) , O untuk semual I.

Perubahan parameter t(f) padalr dapat dilakukan dalar@™,
jika t(f) dalam kla<C™di I dan @it/d7) , O untuk semud i 1.

Misalkan X(s) suatu kurva reguleG dari klas C*2 dalam penyajian
parameter naturad, maka vektor satuan tangendi@d), vektor kelengkungan
k(s), normal satuam(s) dan vektor binormab(s) dapat dinyatakan dalam

persamaapersamaan berikut
(e =x(9
(11.2)
k© = 1(9 =X (9 =k n(
b(s) = t(s) Dn(s)
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dengank(s) suatu fungsi kelengkungan berharga real daHasangant f,b)
disebut gerakan trihedron kun@ (Gambar 11.1) Selanjutnya dari bentuk

(11.2), hargag (s) dapat dinyatakan oleh

b (s) =- t(s)N(s) (11.2)
dengan¢(s) merupakan fungsi puntiran (torsi) berhargal kurveG.
b A SN
C
t£
X

Gambar 11.1 Gerakan trinedron

AndaikanG klas C%, maka perilakiX(s) = P di titik sekitarP, = X(0)
pada jarak aljabdr- 0 dapat dinyatakan dengan ekspresi Taylor

POP = h %(0) + (112 X0+ (1130° X(0) + D). (113

Dalam hal pasangan,if,b) dinyatakan &, e, €3), bentukFrenetdari (11.3)
dapat ditulis sebagai

PoOP - [T 1/6 (ko) %] &1 + Ya[ko W2 + (1/3) (/g o) ] &
+[(1/6) ko to h%] &3 + D(h°). (11.4)

11.2Sifat-sifat Lokal Permukaan

Definisi 11.2: Suatu permukaan parametfku,v) disebut permukaan reguler
klas C" jika semua titik diS(u,v), untuk sutu open setJ di
bidangUV, dipenuhi kondisi

a).S(u,v) klasC"
b). jika S(u,v) =f1(u,v)i + f2(u,v)j + f3(u,v)k, maka
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a’Ef1 %8

aglu 0

af, M6 (“_SQ“_S =S'@s). 0
rankaqlu w5:2atau wow s V.

&f, f, 0

& 0

cHu v =

Dari definisi kereguleran permukaan, selanjutnyia kiajikan definisi
matematik dan sifagifat lokal permukaan parametrik, yaitu persamaan
kelengkungan prinsipal dan paraboloida oskulator. Untuk itu, pertama
anggaplah sebuah titilo pada permukaan parameti®u,v) dengan bidang
singgung di titik terseltt, misalkarvo. Jika titik M o bergerak menuju titik lain
Mo + dr pada permukaan, maka kita dapatkan kuantitas skalar (tulislah dengan
simbul dg) dari vektor aproksimasirdyang terletak pad&o dengan titik asal
Mo berikut.

dr.dr , d¢
d$ = [SY(Uo,Vo) du+ S'(Uo,Vo) dV] . [S(Uo,Vo) du+ SY(Uo,Vo) dV]
= 0S"(Uo,Vo)6 2 dUP + 2 [S"(Uo,Vo). S'(Uo,Vo)] dudv+ 06
S(Uo,Vo)0 2 dV?
atau juga
d$ =ed’+2fdudv+gdv (11.5)

2
dimana g = 6S"(Uo,V0)0 |
f = [SY(UoVo). S'(Uo,Vo)],

2
g = 0 S'(Uo,V0)0 .
Persamaan (11.5) disebuBentuk Dasar | Gauss

Jika S'(Uo Vo) danS(uoVo) saling tegaklurus, makd = 0. Dilain fihak,
normal satuan pada titik o dari permukaan adalah
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0
Ng(Uo,Vo) = [Su (Uo,Vo) @ SV(UO;VO)] / éSu (Uo,Vo) QSV(UO,VO)G-
Pandanglah sebuah kur@pada permukaa®(u,v) dan melalui titik

Mo dengant adalahvektor satuan tangensialnya. Maka vektomladalah
tegaklurus pada vektor normal satuagdari permukaan, yaitu

t.ng = 0.
Dengan menderivasi terhadap panjang basiari kurva G maka didapat

dt/ds.ng + t.dng/ds =0,
[Kc.ng +t.dngds =0

atau
[(kc nc) .ng] + t.dng/ds =0 (11.6)

dengan k¢ , k., dan nc masingmasing adalah vektor kelengkungan
kelengkungan dan vektor moal satuan dari kurvaJika kuantitas

k= [kc.nd
menyatakan kelengkungan normal, yaitu proyeksi dari vektor kelengklgagn
dari kurva pada vekror normal satuagdari permukaan pada titiklo, kita
dapat mengderhanakan bentuk (11.6) dengan cara
k, = kc Cosj

=-t.dndds
= - (ds. dng)/ds’. (11.6a)
Sudut ; adalah sudut yan dibentuk antara vektor normal satuan

permukaan d/engan vektor normal prinsipal kygyeSubstitusikan (11.5) ke
(11.6a), didapat

k, = Kk .
n cCos/
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= (EdW+ 2F dudv+ G d)/ [ed? + 2f du dv+ g dv?] (11.7)

dimana
E =-&" ns“
F =- 1/2 (Su.nsv + Su .nsv)
G =-9ns.

Kuantitas E di? + 2 F dudv + G d\? disebut Bentuk Dasar Il Gauss.

Bentuk (11.7) menunkkan bahwakn adalah sebuah pemetaaan dari
dan dv. Bentuk ini bergantung dari proporgu : dv, yaitu arah dari garis
singgung kurva pada titilk o.

Catatan Deferensial

SU. ns=0
dan
SV. ns=0

memberikan empat persamaan

S" ns +S'. ns’ 0 SY%ns +S8.n"=0

SV ns+S.n’ =0 SV ns +S.ns'=0.

Jadi koefisierk, F danG dapat dinyatakan sebagai

E= S ns
F = SUV. Ns
G=9"ns (11.8)

Pandanglah semua bidang yang melalui Mi& pada permukaa8(u,v)
dan memuat vektor normal satuafi Maka normahormal dari kurvekurva
interseksi atara bidang dan permukaan adalah panadel Misal 2 sebuah
kurva melalui tittkMo. Kita sebut potongan normal dari kurvag padaMo
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Zdi permukaan adalah semua potongan sembarang dari bidang yang melalui
vektar ns pada tittk Mo dan memuat tangen yang sama dari kygvaPada

kasus ini, tulislahyc adalah kelengkungan dari kurvgg dan /7 adalah
kelengkungan dari potonganormal. Karena semua kurva adalah dalam
orientasi sama, maka persamaan (11.8) didapat

ky = kc Cos;

= o I.
Jadi, didapat teoremdeusnier berikut.

Teorema 11.1 Semua kurva yang memiliki garis singgung sama di ik
pada suatu permukaan, memiliki kelengkungan sama pada
titik tersebut. Jelasnya, nilai dari kelengkungan normal pada
titik Mo dari kurva g atas suatu permukaan adalah sama
terhadap kelengkungan dari potongan normal yang melalui
tangen dari kurva di titik itu.

Dari persamaan (11.8), dapat disimpulkan bahwa semua kelengkungan

normal An dari kurva pada suatu permukaan dengan aratas bidang
singgung, memenuhi

(khe-E)di? + 2 (kaf - F) du dv+ (kg - G) dV? = 0. (11.9)

Jika selanjutnya

t =duwdv
dan
t* = dv/du

menyatakan arah tangensial dari potongan normal, maka persamaan tersebut
dapat ditulis

Q(kn ) =AP+2Bt+C =0
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dan

Q(kn t*) = A + 2Bt* + Ct*2 =0

dimana
A= (khe - E)
B= (knf - F)
C= (kg -G).

Dengan menurunkan masingasingt dant*, didapat
(Kkne-Eydu + (knf-F)dv=0

(knf-F) du + (K g-G)dv = 0. (11.10)

Persamaan tersebut memiliki solusi tidak nol jika dan hanya jika

(11.11)

kie- B kif - F
kf-F kg-G

Bentuk tersebut adalah persamaan dari derajat duggdafPenyelesaiannya

adalah nilai ekstrim berbentuk dua kelengkungan prinsipal beppedan gz,
atau mungkin kelengkungan prinsipal unik dari dua multiplisitas, yaitu titik
umbilik. Jadi didapat teorema berikut.

Teoremall.2: Kuantitasy adalah kelengkungan prinsipal jika dan hanya jika
k adalah shusi dari

[eg - ] - [eG-2(F+gE ] 4 + [EGi F] = 0. (11.12)
Kedua arah sehubungan dengan solusi persamaan (1drdR)ptinsipal'.

Pandanglah permuka&(u,v) dari klasC°dengan bidang sggung pada
titik

Mo = S(Uo,Vo)
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4 .
adalah Vo dan vektor normal satuannyas. Kita dapatkan pengembangan
Taylor pada persekitaraB(uo,vo) sebagai

S(UotpU,VotrpV) = S(Uo,Vo) + [S” (Uo,Vo) pu + S (Uo,Vo) pV] +

1/2! [ S"(Uo,Vo) DU2+ 2 S"™V(Uo,Vo) DY DVT

S" (Uo,Vo) pV] + O( pu? + pv).

Karena itu jarak aljabayy dari titk P = S(us+pu ,Votpv) padh bidang
singgungVo diberikan oleh
ad = DS Ns
[S(Uot+pu VotpV) - S(Uo,Vo))] - Ns
1/2 [8"(Uo,Vo) . Ns pU? + 2 S (Uo,Vo) . Ns pU pV +

S" (Uo,Vo) .Ns pv? ] + O( pu?+ pvd).
Dari persamaan terakhir, didapat

g=12E pw+ 2F pupv+ G pv) +O( puw? + pvd) (11.13)
dimana

E=8%ns

F=S8".ns

G =S".ns

KoefisienkoefisienE, F danG adalah Bentuk Dasar Il Gauss.

Misalkan sekarang pada bidang singgung tersebut, kita pandang sebuah
vektorx pada arahS" (uo,Vo); vektor y pada arahS’ (Uo,Vo), danns(Uo,Vo)
adalah vektor normal pada titB(uo,vo). Dalam sistem dengan pus3(uo,Vo)
dan sumbtsumbu

[S" (Uo,Vo), S (Uo,Vo), Ns(Uo,Vo)]
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kita dapat melekatkan permukaan secara lokal dengan permukaan yang ditulis
dalam bentuk persamaan paraboloida oskulator berikut

z=1/2 (Ex?> + 2F xy + Gy?). (11.14)

11.3 Tipetipe Titik di Permukaan dan Permukaan Pelat Natural

Kita ketahui bahwa nilai dari kelengkungan utama permukaan reguler
S(u,v) ditentukan oleh bentuk

[eg- 4 4*- [eG-2fF+QgE] k¢ + [EG-F3] = 0

dengan e,f,g dan E,F,G adalah koefisien bentuk Gauss | dan Il. Jika
perhitungan bentuk tersebut dinyatakan

K- Liat sl k + [k = O

maka didapatkan

K= u
= [EG-F?/[eg- ] (11.15)
H =12 . [jat 42]
=1/2 . G- 2fF + gE]/ [eg- . (11.16)
Harga
K=pn. ke

di s ekbeulte nog k u n g sedangkamu s s O

H = 1/2.[ja+ 2]

di s e Kelengkurigan Rateratao . Dal &m0, sebdrang titikVi o
S(u,v) dikatakan titik elliptik. JHa K<O, titik Mo disebut titik hiperbolik.

Akhirnya, jika harggx = 0 ataugz = 0,danK dianulir, titik Mo dikatakan titik
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6parabolik. Dalam hal khususdan H tidak nol bersamaan, disebut titik pelat
(Gambar 11.2).

ns/l\

K <0
Ns

NI

K=0, H><0

Gambar 11.2 Tipéipe titik di permukaan

Permukaan jenis yang terakhir ini, yaitu jenis ttitkknya karakter
pelat, memiliki sifat bahwa jika ke arah parameter u berupa kurva, maka ke
arah parameter v berupa garis (geirgs) atau sebaliknya. Selain itu semua
titik pada garis tersebut normalnya adalah konstan (Kusno, 1998). Dengan
demikian jika bentuk S(u,v) = f(u) + v g(u) merupakan permukaan garis
(natural), maka dapat disimpulkan bahwa permukaan §aujs) adalah fat
jika dan hanya jika ketiga vektpg'(u), f '(u), g(u)] saling bergantung, yaitu

det@,f',g)=0 (11.17)
atau
[g'gf'.g] =0.
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BAB 12
KURVA DAN PERMUKAAN
DALAM
COMPUTER AIDED GEOMETRIC DESIGN

Pada bagian ini kita sajikan beberapa bentuk standar kurva dan
permukaan yang sering dipakai dalam bidar@omputer Aided
Design/Manufacturing (CAD/CAM), yaitu kurva dan permukaan Bezier dan
B-Splin. Tujuannya adalah agar kita dapat mengetahuisstédt dasardari
kedua tipe kurva dan permukaan tersebut dan mampu menunjukkan
kelebihan/kekurangannya di dalam pemodelan benda. Selain itu, dibahas pula
algoritma Casteljau dan d&oor guna mengevaluasi potongamtongan
kurva/permukaan dari maskmgasing jenis kura& dan permukaan dimaksud.
Akhir dari bab ini kita perkenalkan beberapa bentuk formula parametrik benda
benda standar beserta contoh visualisasinya di komputer agar lebih lanjut dapat
digunakan sebagai bahan praktek desain beberapa bentuk benda sederhana
mealui programasi komputer.

12.1 Penyajian Bentuk Aljabar dan Geometri

Telah dijelaskan bahwa pemilihan bentuk persamaan kurva atau
permukaan adalah sangat penting guna memudahkan operasi rancang bangun
obyek (benda).Sehubungan dengan hal itu, padagian ini kita pelajari
penyajian kurva dengan pendekatan bentuk aljabar dan geometri. Tujuannya
adalah untuk memperkenalkan adanya fufigsgsi basis dalam penyajian
kurva (permukaan) guna memudahkan perancangan obyek.

Misalkan kurva kubik parameltr P(u) dinyatakan dalam bentuk aljabar

X(U) = @ox + aux U + ax U2 + agx U3 (12.1)
y(U) = a0y + a1y U + agy U7 + agy U°
Z(U) = @z + a1z U + a2, U + az; U3
dengan parameten dibatasi dalam interval @ u ¢ 1 atauu i [0,1].

Pemlatasan terhadap harga parameteni dimaksudkan agar segmen kurva
yang terbangun terbatas dan mudah dikontrol.
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8 Dalam penyajian (12.1), kita dapatkan 12 (dua belas) koefisien

konstan yang disebut sebagaiefisien aljabarSetiap himpunan 12 koefs
tersebut, maka mendefinisikan sebuah kurva yang unik (tunggal). Sebaliknya,
untuk setiap dua kurva ruang berbeda, maka kita dapatkan dua himpunan 12
koefisien yang berbeda. Selanjutnya dari kurva bentuk (12.1), tulislah kedalam
fungsi vektorial (paranak)

P(u) =ao+ai u+ax U+ ag LS.

(12.2)
Kemudian, tetapkan beberapa kondisi berikut
P(0) =ao (12.3)
Pl)=ac+ar+a +a
dP(0)
PYO)="4q, —&
dP(2)

PY(1) = —du a1+ 2a+3a3

dengana,, ai, a2 dan a3 merupakan vektevektor yang ekivalen dengan
koefisiernkoefisien skalar aljabar.

Jika sistem persamaan (12.3) diselesaikan, maka harga -vektor
o, a1, & danaz diperoleh

a0 = P(0) (12.4)
a1 = PH(0)

a=- 3P(0) + 3P(1)i 2 PY0)i PY1)

as= 2P(0) i 2P(1) + PY(0) +PY(1).

Jika persamaan (12.4) ini selanjutnya disubstitusikan ke persamaan (12.2),
maka didapatkan bentuk kurva Hermit (Mortenson, 1985)

P(u) = P(0) Hi(u) 1 P(1) Hx(u) + P(0) Ha(u) + P¥(1) Ha(u) (12.5)
dinotasikanP(u) = Po H1 7 P1 H2+ Py" Hz+ P1“ Hs dengan fungsfungsi basis
H1(u), H2(u), Hs(u) danHa4(u) beharga

Ha(u) = 2031 3u? + 1 Ha(u) = - 2u3 + 3u? (12.6)

Ha(u) =u®i 2u? +u Ha(u) =u®i U2
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Bentuk persaman (12.5) disebut sebagai penyajian kurva dalam bentuk
geometrik danP,, P1, Po" dan P1" disebutkoefisien geometrik Sedangkan
fungstfungsi Hi(u), Hz(u), Ha(u) dan Hs(u) dalam persamaan (12.6) disebut
basis Hermit. Adapun untuk tafsiran geometrik tegtamektorvektor
geometrik dari kurva kubik tersebut, disajikan dalam Gambar 12.1 berikut.

ZA
P
u=0/P

]
Pou u \P u

X

Gambar 12.1 Vektevektor geometrik kurva kubik

12.2 Kurva dan Permukaan Bezier

Kurva nonrasional Bezier derajat dinyatakan dalam bentuk (Bezier,
1987):

cw = &P, B(t) dan 0gt¢ 1
(12.7)

n n n-i 4i n_ nl
dimana Bi (t) = Ci (1_ t) t dan Ci - i!(n- |)| ’
Pada persamaan tersebut, ttitkk P; disebut koefisien geometrik atau titik

kontrol kurvaC(t). Tititk-titik tersebut berhaw real. Untuk semuaj [0,1],
kurva memiliki sifat antara lain berikut ini.

1). Invariant Affine misal sebuah pemetaan Affin d&¥ ke R®, maka
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f(C@)) = ao fF(P)B M)

2). Konveks dané) B'®=1

3). Positf: Bin(t)z 0. .i=o0,..n
p2

p1
p3 po

Gambar 12.2 Kurva kubik Bezier

4). Linier: Bin(t) =t Bin—-ll(t)+(1_ ) Bin-l(t) untuk semua=1,...,n-1

B,®=@- B, ®
dan
B, =tB.,0
5). Penguranganaviasi, yaitu: jumlah interseksi sebuah bidang sembarang

dengan kurva Bezier adalah lebih kecil atau sama dengan banyaknya
bidang tersebut dengan poligon Bezier.

6). Simetris: B®=B,a 1.
7). Perubahan global bentuk kurva disebabkan karena gieanbtitiktitik
kontrol.
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8). Kenaikan derajan menuju derajam+1:

N+, o
C(t) o Eil0 P. B @
dengan

P = iPu+(1- )P dan ;i=ifn+l); i=1,...n.

Kita dapat memanfaatkan sHsifat linier (4) untuk mengevaluasi

kurva BezierC(t) pada sebuah harga (sebagai datajengan ekspresi titik
perantara

PV = (g P14 s A (12.8)

()

dimanaPi* ’(s) = Pi, didapat persamaan

n
I:’o( )(s) =C(t)
menurut prosedur hitungan segitiga berikut.

o0
C
po(V)
c
Pl(o) :
¢ . R GON
(n) _

. P07 = c) (12.9)
(<

O»

P1
Pp1l®)

PpatV)

(@)

o (©)
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Kurva C(t) dalam persamaan (12.9) dapat dicacah kedalam dua bagian
sub kurvaCi(t) dan Cx(t) dengan titiktitik kontrol masingmasing (Gambar
12.3):

NOFNE

[ éDO(n,-l), PO(n)]

dan

[PO(n), Pl(n-l), éDn-J,(l), pn(o)].

P

Gambar 12.3 Algoritma Casteljau

Turunan derajat dari kurvaC(t), ditulis C)(t), dapat dinyatakasebagai
bentuk:

ot = ﬁao (DP)B ® (12.10)
dimana:

0

p P =P

1

p P = (Pw1- P)

2
D Pi = (Pi2- 2P+ Pi)

o P =8 CP..;
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Permukaan nomnasional Bezier derajatn dan n dapat dinyatakan
melalui perkalian tensor

S(u,v) = a |I>IJ B (u)B (v);0¢uyvel (12.11)

i,j=0
Sifat-sifat permukaan Baer pada prinsipnya identik dengan kurva Bezier.

12.3 Kurva dan Permukaan BSplin
Kurva nonrasional BSplin orderk atas nodals

[to < t1 < t2 <. <th1<tn<tn+1...<tn+k]

didefinisikan dengan bentuk

Q=4 P N ® (12.12)
i=0
dan n Ok-1.
Koefisienkoefisien Pi disebut titik kontrol atau titik d8oor. Untuk

k
B-Splin ternormalisasi, polinom bashli (0 memiliki sifatsifat berikut:

n- k

I k
1). Partisi dari sa\tua@-0 N ®, 1;

k
2). Positif: N () > 0; untuktj [ti ti+«];
k
3). Dukungan lokal: Ni (1) = 0, jikat j [titi+];
k k-2

4). Kontinyu: N ® adalah ordek dan kontinyuK  pada setip nodal;

5). Rekursif:

N“O=(-1) (N : (t)) O (12.13)
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4 .
dimana
1, jikatj [titi];

N: @) :{
0, jikatq [ttial.

Selain seperti kurva Bezier, kurva3plin memiliki sifatsifat berikut:
1). sifatsifat lokal sehubungan perubahan titik kontrolnya,

2). multiplitastitik kontrol atau nodal mempengaruhi kekontinyuan kurva.

Algoritma deBoor adalah untuk kurva plin seperti halnya algoritma de
Casteljau untuk kurva Bezier. Algoritma ini memberi kemudahan dalam meletakkan
sebuah titik pada suatu kurva dan mencacahnya dalam derajat yang sama. Untuk
mengevaluasi pada harga= sj [tr, t~1] pertama kita tentukan persamaan insersi
yang dihitung melalui persamaan (12.12) dan sifat (5). Kita dapatkan bentuk
berikut:

n+j

Q(t) = .ao PON® (12.14)
denganj = 0, ... , k-1) dalam bentuk terbet titik-titik de-Boor dinyatakan dalam
bentuk interpolasi linier rekursif

P=ta)P.+a P’ (12.15)
dengan af :% dan P? =P,. Jikak = j+1, kita dapatkan basNi. Hal

i+k-j - N

-1
ini berarti bahwaintuk harga =sj [tr, t+1] didapatQ(s) = Prk :
Permukaan nonasional BSplin dari ordeik danl, dinyatakan dalam bentuk
perkalian tensor sebagai berikut:

ruv=a P, NN, (12.16)

i,j=0

Sifat-sifat permukaan tersebut pada dasarnya adalah analog dengan-8pia. B






