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KATA PENGANTAR  

 Untuk melakukan kegiatan rancang bangun obyek (benda) dengan bantuan 

komputer diperlukan tidak hanya kemampuan dan keterampilan bidang membangun 

dimensi grafik, tetapi juga dalam hal melakukan analisa, evaluasi, dan pemilihan 

formula guna mendapatkan efisiesi dan efektifitas proses realisasi benda. Sehubungan 

dengan hal tersebut dan agar materi penyajian dalam buku ini mudah dipahami oleh 

peserta didik, serta sesuai dengan tingkat perkembangan mahasiswa (pemula, tingkat 

S1 atau S2), maka substansi materi buku ini dibagi ke dalam tiga bagian pokok 

bahasan besar berikut. 

 Pertama, dibahas tentang studi geometri analitik dan sitem penyajian grafik 

pada komputer. Tujuannya adalah untuk mendapatkan kemampuan dan ketrampilan 

dalam pengaturan ruang grafik guna penyajian/visualisasi benda (baik bersifat statis 

ataupun dinamis). Materi yang didiskusikan antara lain  mengenai sistem koordinat, 

hitung vektor, formulasi analitik klasik benda-benda standar bidang maupun ruang. 

Dilanjutkan pembahasan tentang operasi transformasi titik dan koordinat homogen 

yang kemudian kita manfaatkan untuk studi proyeksi dan sitem koordinat observator 

dalam penyajian grafik berbantu komputer. 

Kedua, dibahas tentang rancang bangun benda dengan kurva dan permukaan 

berbantu komputer. Studi ini dimaksudkan untuk mendapatkan kemampuan dan 

ketrampilan menyajikan permukaan benda di komputer baik dengan formulasi tunggal 

ataupun teknik penggabungan beberapa potongan permukaan (komponen benda). 

Materi yang diperkenalkan antara lain  mengenai sifat-sifat lokal kurva dan permukaan 

natural, beberapa contoh kurva/permukaan di bidang Computer Aided Geometric 

Design (rancang bangun geometrik berbantu komputer) dan pemodelan permukaan, 

serta beberapa teknik untuk rancang bangun benda. 

Ketiga, diperkenalkan beberapa contoh riset pemodelan benda-benda industri. 

Tujuannya adalah untuk mendapatkan informasi praktis dan ketrampilan matematis di 

dalam memecahkan permasalahan perancangan benda-benda industri berbantu 

komputer. Materi yang didiskusikan antara lain  tentang pemodelan permukaan pelat, 

benda putar, tabung evolutif, dan desain benda untuk ornamen bangunan.  

Buku ini dimaksudkan untuk membantu pengkayaan referensi (materi ajar) 

bagi para mahasiswa yang sedang belajar tentang perancangan dan visualisasi benda 

berbantu komputer (mahasiswa Jurusan Matematika, Pendidikan Matematika, 

Informatika, dan Teknik) serta para praktisi dan peminat rancang bangun benda 

menggunakan komputer. Agar mahasiswa mendapatkan gambaran real implementasi 

praktis teori yang telah dipelajari, dalam buku ini dilengkapi juga beberapa contoh 

gambar benda hasil programasi software Pascal,  Maple, dan Mathematica. 
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BAB 1 

BEBERAPA BENTUK  

SISTEM KOORDINAT  
 

Dalam penyajian grafik ataupun desain objek (benda) berbantu 

komputer, sering diperlukan beragam bentuk sistem koordinat. Hal ini ada 

beberapa alasan berikut. Pertama, setiap sistem koordinat dipandang memiliki 

kelebihan dan kekurangan tertentu sehubungan dengan keperluan pemodelan 

bentuk, perhitungan tentang perbandingan ukuran benda terhadap model 

penyajiannya di komputer, maupun dalam hal perumusan matematik yang 

dipilih guna karakterisasi sifat-sifat obyek yang akan disajikan dalam grafik, 

misalnya berkenaan dengan kompleksitas, kesetimbangan, ataupun kesimetrian 

benda. Kedua, dapat terjadi sebelum membangun obyek, data geometris benda 

yang berupa titik  perlu dilakukan sorting terlebih dahulu agar dalam proses 

konstruksi obyek mudah dilaksanakan. Dengan kata lain, untuk tujuan ini dan 

efisiensi operasi sorting, maka diperlukan pemilihan penyajian titik dalam 

koordinat tertentu agar prosedur sorting-nya sederhana. Ketiga, agar dalam 

perlakuan dan perhitungan operasi pergerakan komponen benda mudah dan 

langsung dilakukan, sering kita manfaatkan acuan koordinat lokalnya daripada 

koordinat global benda. Dari beberapa alasan tersebut, berikut kita daftarkan 

beberapa sistem koordinat yang banyak digunakan dalam desain grafik (benda) 

di dimensi dua ataupun dimensi tiga, yaitu koordinat Cartesius, polar, 

koordinat tabung, dan bola. 

1.1 Koordinat Cartesius Bidang dan Ruang 

Koordinat Cartesius (Kartesian) bidang dibangun oleh dua garis 
berpotongan di satu titik dan untuk ruang, dibangun oleh tiga garis yang tidak 
sebidang berpotongan di satu titik. Titik -titik potong ini selanjutnya disebut 
sebagai titik awal dan garisnya disebut sebagai sumbu-sumbu koordinat. Dalam 
hal khusus, koordinat Cartesius tegak lurus di bidang didefinisikan oleh dua 
sumbu (masing-masing sumbu datar XXô sebagai absis dan sumbu tegak YYô 
sebagai ordinat) berpotongan secara tegaklurus di titik awal O. Di ruang, 
jumlah sumbu-sumbu potong di O, kita tambah satu lagi, yaitu ZZô tegaklurus 
terhadap bidang XOY. Dengan demikian dalam sistem koordinat Cartesius 
ruang, jika ketiga sumbu diambil sepasang-sepasang, menentukan tiga buah 
bidang XOY, XOZ dan YOZ masing-masing disebut bidang-bidang koordinat 
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tegaklurus. Bidang-bidang ini membagi ruang menjadi delapan bagian ruangan 
(oktan).  

Untuk menyatakan terhadap sebarang titik P di bidang Cartesius, 
digunakan notasi P(x,y) dan di ruang dinyatakan oleh P(x,y,z) dengan x, y dan z 
berupa bilangan real (Gambar 1.1). Sebaliknya, jika diketahui pasangan 
bilangan-bilangan real (x,y) atau tripel (x,y,z), maka kita dapat menentukan titik 
P unik (tunggal) yang koordinatnya x dan y di bidang dan x, y dan z di ruang. 

 
                                                                                             

                                                                                              

                                                                                                         

 

                                                                                                                                 

                                                                          

 

 

 

 

Gambar 1.1  Koordinat Cartesius 

 

1.2 Koordinat Polar , Tabung, dan Bola 

      Penyajian titik P(x,y) dari koordinat Cartesius di R2 dapat dinyatakan 

dalam sistem koordinat polar P(r,q) dengan pusat polar (kutub) O, panjang 

jari-jari r dan bersudut polar berlawanan arah jarum jam q terhadap OX dengan 

relasi (Gambar 1.2a)  

 x = r cos q;     y = r sin q.                                                    (1.1) 

 

      Seperti pada sistem koordinat polar, penyajian titik P(x,y,z) di ruang, 

dapat dinyatakan dengan koordinat tabung melalui relasi (Gambar 1.2b) 

 

x = r cos q;     y = r sin q;     z = z.                                       (1.2) 

 

Sedangkan penyajian titik P(x,y,z) dalam koordinat Cartesius, bila dinyatakan 

dengan koordinat bola, diperlukan relasi-relasi (Gambar 1.2c) berikut 

 

x = r sin f  cos q;     y = r sin f  sin q;     z =  r cos f.         (1.3) 

Y Z 

O X X 

Y O 

P(x,y) P(x,y,z) 

x 

y 

x 

y 

z 
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Gambar 1.2 Koordinat Polar, Tabung dan Bola 

 

1.3 Koordinat Titik pada Segmen Garis  

      Misalkan segmen garis PQ didefinisikan oleh  titik P(x1,y1) dan 

Q(x2,y2) di bidang. Kita cari koordinat titik R(x,y)ÍPQ atas perbandingan m : 

n terhadap titik ujung-titik ujung P dan Q. 

 

 

                                                                                                                      

                                                                                                               

                                                                                                              

                                                                                          

                                   

                                                       

                                                                                                                                    

                                                                                                                 

                                                                                                          

                                                                         

                          (a)                                         (b) 

 

Gambar 1.3  Titik R diantara titik P dan Q 

Pada Gambar 1.3a, DSRP ~ DRQT sehingga berlaku  

 

                                                                                                              

 

 

                           

                                                                                                       

                                                                                                                                                         

                                                                                                                                 

                                                                                                   

                                                                                                                            

           (a)                                             (b)                                               (c)                                                                               
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yy

yy

QT

SP

n

m

-

-
==

2

1    atau  
nm

nymy
y

+

+
= 12 .                              (1.3) 

 

Dengan cara yang sama untuk x, maka didapatkan hubungan  

 

nm

nxmx
x

xx

xx

n

m

+

+
=

-

-
= 12

2

1 atau .                                        (1.4) 

   

      Jika segmen garis PQ didefinisikan oleh  titik P(x1,y1,z1) dan 

Q(x2,y2,z2) di ruang, maka koordinat titik R(x,y,z)ÍPQ atas perbandingan m : n 

terhadap titik ujung-titik ujung P dan Q dapat ditentukan sebagai berikut. Pada 

Gambar 1.3b, DSRP ~ DRQT sehingga berlaku hubungan  

 

 
nm

nzmz
z

zz

zz

QT

SP

n

m

+

+
=

-

-
== 12

2

1 atau .                      (1.5) 

 

Dengan cara yang sama untuk x dan y, maka didapatkan hubungan  

 

 
nm

nxmx
x

xx

xx

n

m

+

+
=

-

-
= 12

2

1 atau                         (1.6) 

 

nm

nymy
y

yy

yy

n

m

+

+
=

-

-
= 12

2

1 atau .                      (1.7) 

 

      Jika R merupakan titik tengah dari PQ, yaitu m : n = 1:1, maka 

koordinat titik R dapat dinyatakan sebagai  

 

R(
2

12
xx +

,
2

12
yy +

,
2

12
zz +

).                      (1.8) 

 

Secara umum, jika perbandingan m:n bernilai sebarang real k  ̧-1, maka posisi 

R dapat terletak mungkin diantara PQ atau diperpanjangannya dan koordinat R 

berbentuk  
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 R(
k

xkx

+

+

1

12 ,
k

yky

+

+

1

12 ,
k

zkz

+

+

1

12 ).           (1.9) 

 

Oleh karenanya terdapat beberapa kemungkinan untuk nilai k berikut: 

a). jika k > 0, maka R diantara PQ; 

b). jika -1<k<0, maka R pada perpanjangan QP; 

c). jika k = -1, maka menunjukkan titik di tak terhingga; 

d). jika k < -1, maka R pada perpanjangan PQ. 
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BAB 2 

ALJABAR VEKTOR  
 

 

 Hitung vektor merupakan topik penting dalam rancang bangun 

geometri, karena baik dalam penjajian data maupun operasi geometrik benda 

(refleksi, translasi, rotasi, dilatasi) dan hitung interseksi, penggabungan 

ataupun mencari kedudukan benda di ruang, maka penyajian ke dalam bentuk 

vektor sangat mendukung pada efisiensi penggunaan memori maupun 

efektivitas komputasi. Untuk itu sebelum membahas pemodelan benda, perlu 

terlebih dahulu kita lakukan studi tentang aljabar vektor berikut. 

Suatu segmen garis berarah disebut vektor. Panjangnya (besarnya) 

disebut panjang vektor dan arahnya disebut arah vektor. Kita nyatakan vektor 

dengan huruf kecil tebal, misalnya a, b, v, w dan x, sedangkan panjangnya 

(norm Euclid) dinyatakan dengan |.| atau ||.||, misalnya panjang dari vektor a 

dan b masing-masing dinyatakan dengan |a| dan |b|. Dalam membahas vektor, 

kita nyatakan bilangan real sebagai skalar dan dinotasikan dengan huruf kecil 

biasa, misalkan a, k, v dan w. 

Jika suatu vektor a pangkalnya adalah titik A dan ujungnya titik B, 

maka dinotasikan dengan a = AB . Karena vektor-vektor ditentukan oleh arah 

dan panjangnya, maka dua vektor dikatakan sama apabila panjang dan arahnya 

sama walaupun vektor-vektor tersebut diletakkan pada kedudukan yang 

berbeda-beda. Vektor-vektor mempunyai panjang sama dan arah sama disebut 

ekivalen. Suatu vektor panjangnya 1 (satu) disebut vektor satuan dan vektor nol 

0 adalah vektor yang panjangnya nol dan arahnya sejajar terhadap semua 

vektor. 

 

                                                                                                                        

                                                        

 

  (a). Vektor a = b          (b). Dua vektor besarnya sama     (c). Dua vektor  

                                            tetapi arahnya berbeda                 arahnya sama 

                    tetapi panjang- 

                    nya berbeda 

 

a 

b 
a 

a b 
b 
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       (d). Vektor-vektor yang ekivalen.                         (e). Dua vektor yang  

besar  

                  dan arahnya berbeda. 

Gambar 2.1  Kesamaan vektor 

 

2.1 Komponen-komponen Vektor 

Pada koordinat Cartesius tegak lurus bidang [O,X,Y] lekatkan vektor-

vektor satuan i dan j  masing-masing berimpit dengan sumbu OX dan OY 

sehingga terbangun ruang vektor ortonormal [O, i, j ] yang  melekat  pada  

sistem [O,X,Y]  seperti pada Gambar 2.2a. Misalkan v sebarang vektor pada 

bidang dan anggaplah v ditempatkan sehingga pangkalnya berimpit dengan 

titik awal O. Koordinat (v1,v2) dari titik ujung vektor v disebut komponen-

komponen dari v dan vektor v dinotasikan dengan 
 

v = <v1,v2> = v1 i + v2 j .           (2.1a) 

Untuk selanjutnya, jika diketahui sebarang titik V dengan koordinat (v1,v2), 

maka vektor v dengan pangkal titik awal O dan ujungnya di (v1,v2), disebut 

sebagai vektor posisi dari titik V tersebut. 

                                                                                         

                                                                                                                 

                                                                                                                 

                                                                                                                         

                             

                                                                                                       
                                                                                                               

                                                                                                  

 

 

  (a)      (b) 

 

Gambar 2.2  Komponen-komponen vektor 

a 
b a 

b c 
d 

V(v1,v2) 

X 

Y 

i 
j  
O 

v 

v2 

v1 

Y 

X i 
j  
O x1 x2 

y1 

y2 

A(x1,y1) 

B(x2,y2) 

a 

a1 

a2 



 Beberapa bentuk system koordinat 

 

8 

Jika dua vektor v dan w diketahui ekivalen, maka bila titik-titik pangkal 

kedua vektor tersebut ditempatkan pada titik awal koordinat, didapatkan kedua 

ujungnya berimpit. Sebaliknya, jika kedua vektor memiliki komponen-

komponen sama, berarti mempunyai arah dan besar yang sama dan 

konsekuensinya keduanya ekivalen. Kesimpulannya, dua vektor v = <v1,v2> 

dan w = <w1,w2>  adalah ekivalen jika dan hanya jika v1 =  w1 dan v2 =  w2. 

Misalkan vektor a didefinisikan oleh segmen garis berarah AB dengan 

koordinat titik A dan B masing-masing diketahui A(x1,y1) dan B(x2,y2) seperti 

pada Gambar 2.2b. Komponen-komponen untuk vektor a adalah 

a1 = x2 ï x1         a2 = y2 ï y1. 

Sedangkan panjang dari vektor a, dapat ditentukan oleh teorema Phytagoras 

sebagai 

| a | = 
2

2

2

1
aa + . 

 

Seperti halnya penyajian vektor pada bidang, pada koordinat Cartesius 

tegaklurus ruang [O,X,Y,Z] dapat kita lekatkan vektor-vektor satuan i, j  dan k 

masing-masing berimpit dengan sumbu OX, OY dan OZ  sehingga terbangun 

ruang vektor ortonormal [O, i, j , k] yang melekat pada sistem [O,X,Y,Z] seperti 

pada Gambar 2.3. Sebarang vektor v pada ruang dengan pangkal berimpit titik 

awal O, maka koordinat (v1,v2,v3) dari titik ujung vektor v disebut komponen-

komponen dari v dan vektor v selanjutnya dinotasikan sebagai 

v = <v1,v2,v3> = v1i  +  v2j   + v3k.                (2.1b) 

                                                            

 

                                                                             

                                                               

                                                                                                  

                                          

 

 

 

 

Gambar 2.3  Penyajian vektor di ruang 

X 

Y 

Z 

i 
j  k 

v 

(v1,v2,v3) 

O 
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2.2 Sifat-Sifat Pejumlahan Vektor dan Perkalian Skalar 

Diketahui dua vektor a dan b. Tempatkan pangkal b pada titik ujung 

vektor a, maka jumlah dari a dan b didefinisikan sebagai vektor c yang ditarik 

dari pangkal a dan berakhir pada ujung titik vektor b (Gambar 2.4a). 

Selanjutnya, ditulis dengan c = a + b. 

                                                                               

 

                                                                                                                 

                                                                               

                                                                                                        
                                                                                                                           

                                                                                                                             

                                   

 

 

 

           (a)                                                             (b) 

 

Gambar 2.4  Pejumlahan vektor 

 

Jika  vektor a = <a1,a2> dan b = <b1,b2>, maka komponen-komponen vektor c 

= a + b = <c1,c2> didapatkan melalui (Gambar 2.4b) 

 

c1 = a1 + b1  ;   c2 = a2 + b2. 

       

Dari definisi pejumlahan vektor tersebut, selanjutnya didapatkan sifat-

sifat pejumlahan vektor berikut 

a). a + b = b + a ;        (2.2) 

b). (u + v) + w = u + (v + w); 

c). a + 0 = 0 + a = a; 

d). a + (-a) = 0. 

dengan ïa adalah vektor yang panjangnya |a| dan arahnya berlawanan dengan 

a. Sedangkan untuk perkalian skalar, jika diketahui sebarang vektor a, b dan 

skalar real m dan n, maka berlaku hubungan 

 

 

a 

b c 

a 

b c 

X 

Y 

O 
a

1 

a

2 
b

1 

b

2 

c1 

c2 
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a). m(a + b) = ma + mb;        (2.3) 

b). (m+n)a = ma + na; 

c). m(na) = (mn)a; 

d). 1a = a; 

e). 0a = 0; 

f). (-1) a = -a. 

 

Dalam hal ini yang dimaksud dengan vektor ma adalah vektor yang 

panjangnya |m||a| dan arahnya jika a  ̧0 dan  m > 0, maka  vektor  ma  searah  

dengan vektor a. Sebaliknya, jika a  ̧ 0 dan m < 0, maka arah vektor ma 

berlawanan arah dengan vektor a. 

 

2.3 Perkalian Skalar, Vektor, dan Skalar Tripel 

2.3.1 Perkalian Skalar 

Perkalian skalar dari dua vektor bidang a = <a1,a2> dan b = <b1,b2> 

didefinisikan sebagai bilangan real  

 

 a.b = a1b1 + a2b2.                     (2.4) 

 

Dalam hal a dan b merupakan vektor-vektor ruang a = <a1,a2,a3> dan b = 

<b1,b2,b3>, didefinisikan 

 

 a.b = a1b1 + a2b2 + a3b3.     (2.5) 

 

Dalam hal khusus, jika a = b, maka   

 

a.a = |a|2.       (2.6) 

 

Selanjutnya kita daftarkan sifat-sifat dari perkalian titik untuk sebarang vektor-

vektor a, b, c dan skalar k berikut 

 

a). a.b = b.a;                  (2.7) 

b). a.(b+c) = a.b + a.c; 

c). k(a.b) = (ka).b = a.(kb); 

d). 0.a = 0. 
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Jika a dan b adalah vektor tidak nol, maka dapat dirumuskan 

 

 a .b = |a| |b| cosq 
 

dengan q  adalah sudut yang dibangun antara a dan b dan 0 ¢ q ¢ p. Untuk 

menurunkan rumus ini, kita gunakan rumus kosinus berikut (Gambar 2.5) 

 

 |a - b|2 = |a|2 + |b|2  - 2 |a| |b| cosq .                         (2.8) 

 

                                                            

                                                 

                                                                                                                

                                                                     

 

 

Gambar 2.5  Rumus kosinus 

 

Dengan sifat (2.6) dari perkalian skalar, diperoleh hubungan 

 

 |a ï b|2  =  (a - b) . (a - b)                                                    (2.9) 

                         = a . (a - b)  -  b . (a - b) 

              =  a.a  -  a.b  - b.a + b.b   

              =  |a|2 + |b|2  - 2 a. b. 

 

Dari persamaan (2.8) dan (2.9), maka dapat disimpulkan 

 

 a .b = |a| |b| cosq. 
     

Misalkan b suatu vektor tidak nol, maka proyeksi skalar dari vektor a 

terhadap b, dinotasikan Pb(a), adalah suatu skalar (Gambar 2.6a) 

 

 Pb(a)    = (a.b)/|b|                                                                              

(2.10) 

                       = (|a| |b| cosq)/|b|  

a 
b 

a ï b 

q 
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                       = |a| cosq   
 

dengan q  adalah sudut yang dibentuk oleh vektor a dan b. Sedangkan proyeksi 

vektor dari dari vektor a terhadap b, yaitu Pb(a), adalah vektor Pb(a)ub dengan 

ub suatu vektor satuan pada arah vektor b sehingga (Gambar 2.6b) 

 

 Pb(a) =  Pb(a)ub                                                                     (2.11) 
          = ((a.b)/ |b|) (b/ |b|)  

                     = (a.b)b/|b|2   

              atau 

 Pb(a) =  (|a| cosq) ub. 

 

Dua vektor a dan b dikatakan saling tegak lurus (ortogonal) jika dan hanya jika  

 

 a.b = 0.                  

(2.12) 

                                                                             

                                                                                                    

                          

                                                                        

 

                   

 

(a). Proyeksi skalar                            (b). Proyeksi vektor 

Gambar 2.6  Proyeksi vektor a terhadap vektor b 

 

Contoh-contoh Hitung Perkalian Skalar dan Proyeksi 

a).  Misalkan a = <2,-1,1> dan b = <1,1,2>,  carilah a.b dan sudut q diantara a 

dan b. 

Penyelesaian: 

a.b = (2)(1) + (-1)(1) + (1)(2) = 3. 

Kita dapatkan |a| = |b| = Õ6, maka  

 

Cosq  = (a.b)/(|a| |b|) = 1/2. 

Jadi  q  = 60o. 

a a 

b b 
q q 

Pb(a) Pb(a) 
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b).  Nyatakan vektor a = <2,4,5> sebagai jumlah dari vektor b yang sejajar v = 

<2,-1,-2> dan vektor c yang tegaklurus v.  

 

                                                            

 

                                                                                    

 

 

Gambar 2.7  Kedudukan vektor a 

Penyelesaian: 

Dari Gambar 2.7, vektor b merupakan proyeksi vektor a pada v, sehingga 

 

  Pv(a) = b = (|a| Cosq) (a/|a|)  

   b  = (a.v)v/ |v|2    

       = >--<
++

-+-+
2,1,2

414

)2)(5()1)(4()2)(2(
   

    = <-20/9, 10/9, 20/9>. 

 

Oleh sebab itu c = a ï b  = <38/9, 26/9, 25/9>. 

 

c).  Carilah suatu sudut yang dibentuk oleh diagonal kubus terhadap rusuk-

rusuknya. 

                                                

 

 

                                                          

                                                                                         

                                                  

                        

 

 

 

 

Gambar 2.8  Diagonal kubus 

a 

b 

c 

v 

a 

b 

c 

d 

X 

Y 

Z 

O 
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Penyelesaian: 

Jika rusuk-rusuk kubus a = <k,0,0>, b = <0,k,0> dan c = <0,0,k>, maka 

diagonalnya adalah d = <k,k,k>, sehingga berlaku 

   Cosq  = (a.d)/(|a||d|) = 1/(Õ3). 

Jadi  q  º 54o 44ô. 

 

2.3.2 Perkalian Vektor 

Pandanglah ruang vektor ortonormal [O,i,j ,k] mengikuti sistem tangan 

kanan  seperti pada Gambar 2.9a. Misalkan vektor a dan b dinyatakan dengan 

a = a1i + a2j  + a3k dan vektor b = b1i + b2j  + b3k.  Perkalian vektor (perkalian 

luar) dari a terhadap b didefinisikan  

 

 a x b =  a Ø b = (a2b3 ï a3b2)i + (a3b1 ï a1b3)j  + (a1b2 ï a2b1)k    (2.13) 

            = <(a2b3 ï a3b2), (a3b1 ï a1b3), (a1b2 ï a2b1)>. 

 

                          

 

                                                                                             

                                                                                                  

                                                                                                   
                                                                    

 

 

 

 

        (a)      (b) 

 

Gambar 2.9  Perkalian vektor 

 

 Untuk memudahkan perhitungan hasil kali vektor ini, kita gunakan 

teknik hitung determinan matriks seperti dirumuskan berikut. 

a). Hitung determinan untuk matriks order 2x2 

 

i j  

k 

a 

b 

a x b =  a Ø b 

q 
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 .det bcad
dc

ba

dc

ba
-==öö

÷

õ
ææ
ç

å
 

 

b). Hitung determinan untuk matriks order 3x3 

 

 

.

det

21

21

3

31

31

2

32

32

1

321

321

321

321

321

321

cc

bb
a

cc

bb
a

cc

bb
a

ccc

bbb

aaa

ccc

bbb

aaa

+-=

=
ö
ö
ö

÷

õ

æ
æ
æ

ç

å

  

 

Dengan demikian bentuk (2.13), dapat dinyatakan sebagai 

 

 a x b =  

321

321

bbb

aaa

kji

 =  
32

32

bb

aa
i ï 

31

31

bb

aa
j   + 

21

21

bb

aa
k.   (2.14) 

 

Sifat-sifat perkalian vektor 

 

a). a x b = - (b x a);              (2.15) 

b). a x (b x c)  ̧(a x b) x c; 

c). a x (b + c) = (a x b) + (a x c); 

d). (ka) x b = k(a x b); 

e). (a x b)  ̂a dan (a x b)  ̂b; 

f). a x b = 0, jika dan hanya jika a dan b sejajar; 

g). |a x b|2 = |a|2 |b|2 - |a . b|2. 

 

Catatan: untuk membuktikan sifat (2.15g), ambil sebarang vektor a = 

<a1,a2,a3> dan   vektor b = <b1,b2,b3>, kemudian tunjukkan bahwa 

hasil perkalian skalar |a x b|2 = (a x b).(a x b) sama dengan |a|2|b|2 - |a 

. b|2 = (a.a)(b.b) ï (a.b)(a.b). 

 

Dari sifat (2.15g), didapat teorema 
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  |a x b| = |a| |b|Sinq               (2.16) 

 

dengan q sudut yang dibentuk antara vektor a dan b dan Sinq ² 0 untuk 0 ¢ q ¢ 

p. 
Bukti: 

|a x b|2 = |a|2 |b|2 - |a . b|2  

            = |a|2 |b|2 - |a|2 |b|2 Cos2q 

            = |a|2 |b|2 (1 ï Cos2q)  

            = |a|2 |b|2 Sin2q. 

Jadi |a x b| = |a| |b| Sinq. 
 

Contoh-contoh Hitung Perkalian Vektor 

a). Jika a = 2i ï 3j  ï k dan b = i + 4j  ï 2k , tentukan a x b.  

Penyelesaian: 

1). Cara pertama dengan menerapkan sifat (2.15c) 

(2i ï 3j  ï k) x (i + 4j  ï 2k) = (2i ï 3j  ï k) x (i) + (2i ï 3j  ï k) x (4j ) +  

                 (2i ï 3j  ï k)  x (-2k). 

(2i ï 3j  ï k) x (i + 4j  ï 2k) = (2i x i) ï (3j  x i) ï  (k x i) +  

                                               (2i x 4j ) ï (3j x 4j ) ï (k x 4j ) +  

                                               (2i x -2k) ï (3j   x -2k) ï (k x -2k) 

     = 0 + 3k ï j + 8k + 0 + 4i + 4j  + 6i + 0 

            = 10i + 3j  + 11k. 

 

2). Cara kedua dengan menerapkan formula (2.13) atau (2.14) 

 a x b = 
241

132

-

--

kji

 

                      = 24

13

-

--
i ï 21

12

-

-
j  + 41

32 -
k   

                      = 10i ï 3j ï 11k. 
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b). Tunjukkan  bahwa  luas dari  jajaran genjang dengan sisi a dan b adalah |a x 

b|. 

 Penyelesaian: 

 

                                                               

                                                         

                                                                          

 

 

 

Gambar 2.10  Luas jajaran genjang 

 

Luas jajaran genjang (L) adalah ukuran tinggi kali alasnya, yaitu 

  L = h |b| 

     = |a| Sinq |b| 

  L = |a x b| 

 

c).  Tentukan luas segitiga yang didefinisikan oleh titik P(2,2,0), Q(-1,0,2) dan 

R(0,4,3). 

 Penyelesaian: 

Luas segitiga (L) adalah setengah kali dari luas jajaran genjang yang 

ditentukan oleh vektor-vektor  PQ = <-3,-2,2> dan PR = <-2,2,3>.   

                                                

 

 

                                      

                                                                                                        

                                                                  

                                                   

 

 

 

 

Gambar 2.11 Luas segitiga 

a 

b 
q 

h 

P 

Q R 

X 

Y 

Z 

O 
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Oleh karena itu dapat ditentukan luas DPQR adalah 

  L = ½ |PQ x PR| = ½(15) = 7,5. 

 

d). Tunjukkan teorema sinus untuk suatu segitiga (Gambar 2.12). 

Penyelesaian: 

                                                                

 

                                                                           

 

 

                                                                                     

 

 

Gambar 2.12  Teorema sinus 

 

Misalkan a, b dan c suatu sisi-sisi segitiga ABC, maka a + b + c = 0. 

Selanjutnya kalikan berturut-turut dengan perkalian vektor terhadap a, b 

dan c, kita dapatkan hubungan 

  a x b = b x c = c x a 

sehingga 

  ab Sin(a,b) = bc Sin(b,c) = ca Sin(c,a) 

atau 

  [Sin(b,c)]/a = Sin(c,a)/b = [Sin(a,b)]/c. 

 

 

2.3.3 Perkalian Skalar Tripel  

Perkalian skalar tripel didefinisikan dengan a.bxc dan penulisan ini 

dimaksudkan sebagai bentuk a.(b x c), yaitu perkalian skalar dari vektor a dan 

vektor (b x c). Hasilnya dapat dirumuskan berikut ini. Jika  

 

a = a1i + a2j  + a3k  = <a1,a2,a3> ,  

b = b1i + b2j  + b3k =  <b1,b2,b3>, 

c = c1i  + c2j  + c3k =  <c1,c2,c3>, 

maka 

A 

B C a 

c b 
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a.bxc  =  (a1i + a2j  + a3k) . 

321

321

ccc

bbb

kji

. 

a.bxc  = 

321

321

321

ccc

bbb

aaa

.                            

(2.17) 

 

Dari sifat-sifat determinan untuk persamaan (2.17), didapat hubungan 

 

 a.bxc  =  c.axb    =  b.cxa. 

 a.bxc  =  ï ( b.axc) =  ï (a.cxb) =  ï (c.bxa).                       (2.18) 

 

Sifat-sifat skalar tripel: 

a).  a x (b x c)         = (a . c)b ï (a . b)c;             (2.19) 

b). (a x b) . (c x d)  = (a.c)(b.d) ï (a.d)(b.c); 

c). (a x b) x (c x d) = (a.b x d)c ï (a.b x c)d. 

  

Contoh-contoh Hitung Skalar Tripel 

a). Misalkan a = <1,2,-1>, b = <-1,1,0> dan c = <0,-1,2>. Hitung perkalian 

skalar tripel dari a.bxc. 

Penyelesaian: 

a.bxc = 
210

011

121

-

-

-

 = (1)(2) ï (2)(-2) + (-1)(1) = 5. 

 

b). Tunjukkan bahwa a.bxc = axb.c. 

Penyelesaian: 

Misalkan a = <a1,a2,a3> ,  b = <b1,b2,b3> dan c = <c1,c2,c3>, maka 

 



 Beberapa bentuk system koordinat 

 

2

0 

 a.bxc  = 

321

321

321

ccc

bbb

aaa

 =  ï 

321

321

321

bbb

ccc

aaa

 = 

321

321

321

bbb

aaa

ccc

.  

 a.bxc  = c.axb  =  axb.c. 

 

c).  Tunjukkan bahwa harga mutlak dari a.bxc  sama dengan volume paralel 

epipedum dengan rusuk-rusuk panjangnya vektor a, b dan c (Gambar 2.13). 

Penyelesaian: 

 

 

 

 

                                      

                                                                                 

 

                                                           

 

 

Gambar 2.13  Volume paralel epipedum 

 

Misalkan n vektor satuan tegaklurus terhadap alas (jajaran genjang) dengan 

arah sejajar b x c. Tinggi paralel epipedum diketahui h, ditentukan dari 

ujung vektor a terhadap alas. Volume (V) dari paralel epipedum adalah 

tinggi h kali luas alas L, yaitu 

  V = h L 

      = (a.n) (|b x c|). 

      = a.[|b x c|.n] 

  V = a.(bxc). 

Jika a, b dan c tidak dalam sistem tangan kanan a.n < 0 dan volumenya = 

|a.(bxc)|. 

 

a 
c 

b 

n h 
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BAB 3 

PENYAJIAN GARIS DAN SEGMEN GARIS  

DI BIDANG  
 

 

Studi tentang garis atau segmen garis sangat penting dalam bidang geometri 

rancang bangun mengingat dalam setiap pemodelan benda, diperlukan perhitungan 

yang melibatkan konsep ukuran panjang dan jarak antar dua titik, kedudukan garis 

simetri benda, ataupun gradien dan vektor arah. Oleh karena itu beberapa definisi 

analitik garis perlu diperkenalkan guna dapatnya menyajikan bentuk garis tersebut 

dalam grafik. 

Tujuan studi dalam bab ini adalah untuk mendapatkan beberapa model 

persamaan  garis dalam bentuk vektor (parametrik), bentuk umum implisit, eksplisit 

ataupun sifat-sifat yang terjadi diantara relasi dua garis. Selanjutnya kita pelajari 

penyajian bentuk normal persamaan garis dan segmen garis. Terakhir, setelah 

mendiskusikan tentang hitung jarak titik terhadap garis, kita bahas persamaan kutub 

garis. 

 

3.1 Persamaan Parametrik dan Persamaan Umum Garis 

Dalam geometri aksiomatik disebutkan bahwa melalui dua titik berbeda di 

bidang, maka tepat satu garis yang memuat dua titik tersebut. Selanjutnya, setiap garis 

memuat sedikitnya dua titik berbeda. Melalui dua aksioma ini kita bangun persamaan 

parametrik dan persamaan umum garis berikut (Gambar 3.1). 

 

                                                   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 3.1  Penyajian garis di bidang 

 

X 

Y 

O i 

j  
p 

q 
r  

P(x1,y1) 
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Misalkan garis g dan dua titik berbeda P(x1,y1) dan Q(x2,y2) di g, maka 

sebarang titik R(x,y) sepanjang garis g dapat dinyatakan dalam relasi 

)( OPOQtOPOR -+= . Oleh sebab itu bentuk persamaan vektor garis g adalah 

g ¹  r  = p + t(q ï p)        (3.1) 

atau 

 <x,y> = <x1,y1> + t <(x2 ï x1),(y2 ï y1)> 

 

dengan t suatu skalar real. Bentuk (3.1) ini selanjutnya dapat kita sederhanakan 

menjadi 

 

 x = x1 + t (x2 ï x1)        (3.2) 

 y = y1 + t (y2 ï y1) 

 

yang disebut sebagai bentuk persamaan parametrik garis g. Oleh karena itu 

persamaan parametrik lengkap untuk garis g adalah 

 

 x(t) = x1 + t (x2 ï x1)        

y(t) = y1 + t (y2 ï y1) 

 

dengan -¤ < t < + ¤ merupakan variabel parameter dari x dan y, yaitu fungsi-

fungsi skalar untuk vektor i dan j . 

Jika dalam persamaan (3.2) harga t disubstitusikan dari satu kepada 

yang lain kita dapatkan beberapa model persamaan garis berikut 

 

12

1

12

1

yy

yy

xx

xx

-

-
=

-

-
 ¹ t         (3.3) 

 atau 

)()(
)(

)(
11

12

12

1
xxmxx

xx

yy
yy -=-

-

-
=-       (3.4) 

atau 

0)()()()(
112112
=----- yyxxxxyy                               (3.5) 
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dengan m suatu gradien (kemiringan) garis g. Dari persamaan (3.5) ini kita 

dapatkan persamaan umum garis g  dalam bentuk implisit 

 
 0)()(

11
=-+- yybxxa    

 atau 

 0=++ cbyax              (3.6) 

 

dengan koefisien real a = (y2 ï y1),  b = ï (x2 ï x1) dan c = ï (ax1 + by1). Dalam 

hal ini harga a dan b tidak serentak nol. Dalam hal a = 0, didapat garis g sejajar 

sumbu OX melalui titik (0, -c/b) dan jika b = 0, garis g sejajar sumbu OY 

melalui titik (-c/a,0). Jika b tidak nol, maka dari (3.6) didapat persamaan 

eksplisit garis berikut 

 

 y = mx + k              (3.7) 

 

dengan m = -a/b = (y2 ï y1)/(x2 ï x1) dan k = -c/b. Bentuk persamaan (3.7) ini 

merupakan persamaan garis bergradien (berkemiringan) m dan memotong 

sumbu OY di titik (0,k) dengan k suatu bilangan real. Jika k = 0, maka g melalui 

titik awal O(0,0). 

Secara umum koefisien m pada persamaan (3.7) adalah sama dengan 

nilai tangen dari sudut yang dibentuk antara garis g dengan sumbu OX. Harga 

negatif terjadi, bila didapatkan seperti pada Gambar 3.2b. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                            a)                                                                     b) 

Gambar 3.2 Gradien garis 
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Misalkan g memotong sumbu-sumbu koordinat di titik A(a,0) dan titik 

B(0,b) dengan a,b 0̧, maka garis g dapat didefinisikan melalui titik A dan B 

dengan mensubstitusikan koordinat kedua titik ini kedalam bentuk persamaan 

(3.3). Dengan demikian didapat persamaan 

 

 1=+
b

y

a

x
.          (3.8) 

 

Persamaan ini selanjutnya disebut  persamaan garis pemotong sumbu-sumbu 

koordinat.  

 

3.2 Normal Garis, Relasi Dua Garis, dan Berkas Garis 

Misalkan garis g dalam bentuk persamaan umum ax + by + c = 0 dan 

sebarang vektor n = <a,b>. Jika dua titik berbeda P(x1,y1) dan Q(x2,y2) terletak 

pada g, maka berlaku 

 

 ax1 + by1 + c = 0 

 ax2 + by2 + c = 0. 

 

Jadi didapat 

 

 a(x2 ï x1) + b(y2 ï y1) = 0. 

 

Padahal vektor PQ yang segaris dengan g, berbentuk PQ = <(x2 ï x1),(y2 ï 

y1)>. Oleh sebab itu persamaan a(x2 ï x1) + b(y2 ï y1) = 0 adalah bentuk 

perkalian skalar dari 

 

 n .PQ = 0.        (3.9) 

 

Jadi setiap vektor n yang berbentuk n = <a,b> selalu tegaklurus  terhadap garis 

g dari bentuk umum ax + by + c = 0. Vektor normal n ini selanjutnya disebut 

normal garis g dan dinotasikan dengan ng (Gambar 3.3). 
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Gambar 3.3  Normal garis 

      

Pandanglah dua garis dalam bentuk umum 

 

 g1 ¹  a1x + b1y + c1 = 0 

 g2 ¹  a2x + b2y + c2 = 0, 

 

maka normal garis g1 dan g2 masing-masing adalah 

 

 n1 = <a1,b1> dan n2 = <a2,b2>. 

 

Jadi diantara dua garis g1 dan g2 dapat disimpulkan relasi dua garis berikut. 

a). Garis g1 sejajar g2 jika kedua normalnya berkelipatan dari yang satu 

terhadap yang   lain, tetapi kedua persamaan bukan merupakan kelipatan 

antar keduanya, yaitu 

 

 
2

1

2

1

2

1

c

c

b

b

a

a
¸=   atau  

2

2

1

1

b

a

b

a
=  atau  m1 = m2           (3.10) 

 

dengan m1 dan m2 masing-masing gradien dari garis g1 dan g2. 

b). Garis g1 berimpit g2 jika kedua normalnya berkelipatan dari yang satu 

terhadap yang lain dan kedua persamaan identik, yaitu 
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2

1

2

1

2

1

c

c

b

b

a

a
== .         (3.11) 

 

c). Garis g1 dan g2 saling berpotongan jika kedua normalnya bukan kelipatan 

dari satu terhadap yang lain, yaitu  

 

 21

2

2

1

1

2

1

2

1 atauatau mm
b

a

b

a

b

b

a

a
¸¸¸ .     (3.12) 

 

Dalam hal ini koordinat titik potong antara g1 dan g2 dapat ditentukan 

melalui bentuk 

 

2121

2121

2121

2121 dan
abba

caac
y

abba

bccb
x

-

-
=

-

-
= ; dengan 0

2121
¸- abba .    (3.13) 

 

d). Garis g1 dan g2 saling tegaklurus jika perkalian skalar kedua normalnya 

adalah nol, yaitu  

1.atau1.atau0
21

2

2

1

1

2121
-=-==+ mm

b

a

b

a
bbaa .          (3.14) 

 

Tulislah dua garis g1 dan g2 berbentuk umum 

 g1 ¹  ax + by + c = 0 

 g2 ¹  a1x + b1y + c1 = 0 

kedalam bentuk persamaan 

 

 l1(ax + by + c) + l2(a1x + b1y + c1)  = 0    (3.15) 

 

dengan l1 dan l2 konstanta real. Bentuk persamaan (3.15) adalah linier, jadi 

merupakan persamaan garis (berupa garis) dan disebut sebagai persamaan 

berkas garis atau kipas garis. Karena setiap pasangan harga l1 dan l2 dalam -¤ 

<l1,l2< +¤ menghasilkan garis, maka garisnya disebut anggota berkas. 

Adapun untuk garis-garis g1 dan g2 selanjutnya disebut basis atau anggota dasar 

berkas. 
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Contoh-contoh Penyajian dan Hitung Garis 

a). Tentukan persamaan suatu garis dalam bentuk umum dan parametrik yang 

dibangun melalui dua titik A(2,3) dan B(5,8). 

Penyelesaian: 

Dengan menggunakan persamaan (3.3), diperoleh persamaan umum garis 

 
25

2

38

3

-

-
=

-

- xy
 atau 5x ï 3y ï 1 = 0. 

Sedangkan dari bentuk (3.2) memberikan bentuk parametrik 

 

 x(t) = 2 + 3t y(t) = 3 + 5t. 

 

b). Tentukan persamaan eksplisit garis g melalui titik (2,3) dengan gradien      

      m = ï 3. 

Penyelesaian: 

Dengan menggunakan persamaan (3.4) dengan 
( )
( )

12

12

xx

yy
m

-

-
= , yaitu 

)( 11 xxmyy -=- , kita dapatkan persamaan y ï 3 = ï 3(x ï 2) atau y = ï

3x + 9. Jadi persamaan eksplisit dari garis g adalah  g ¹ y = ï 3x + 9. 

 

c). Misalkan dua garis dalam bentuk persamaan 

g1 ¹  ax + by + c = 0 

 g2 ¹  a1x + b1y + c1 = 0. 

Carilah sudut yang dibentuk oleh kedua garis tersebut (Gambar 3.4). 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 3.4  Sudut q  merupakan sudut antara dua garis g1 dan g2 
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Penyelesaian: 
Sudut diantara dua garis didefinisikan sebagai sudut terkecil yang dibentuk 

oleh interseksi kedua garis (Gambar 3.4). Sudut ini sama dengan sudut yang 

dibentuk oleh kedua vektor normal garis, yaitu vektor-vektor n1 = <a,b> dan 

n2 = <a1,b1>. Dengan perkalian skalar kita dapatkan sudut yang dibentuk 

oleh kedua vektor adalah 

 Cosq = 
2

1

2

1

22

11

baba

bbaa

++

+
. 

Jadi  q = arc Cos(
2

1

2

1

22

11

baba

bbaa

++

+
). 

 

d). Tentukan persamaan garis lurus melalui titik (3,4) dan sejajar garis 6x ï 2y  

      + 3 = 0. 

Penyelesaian: 

Gradien garis 6x ï 2y + 3 = 0 adalah m = 3. Oleh sebab itu persamaan garis 

melalui titik (3,4) dan sejajar 6x ï 2y + 3 = 0  adalah garis melalui titik (3,4) 

dengan gradien m = 3, yaitu 

 

 (y ï 4) = 3(x ï 3) atau y = 3x ï 5. 

 

e). Misalkan dua garis berpotongan dalam bentuk persamaan 

g1 ¹  ax + by + c = 0 

 g2 ¹  a1x + b1y + c1 = 0. 

Carilah persamaan  garis melalui titik (xo,yo) dan titik persekutuan dari garis 

yang diketahui tersebut. 

Penyelesaian: 

Garis yang dinyatakan dalam bentuk  

l1(ax + by + c) + l2(a1x + b1y + c1) = 0  
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melalui titik interseksi dua garis yang diketahui tersebut. Karena garis ini 

melalui titik (xo,yo), maka l1(axo + byo + c) + l2(a1xo + b1yo + c1) = 0. Hal 

ini berarti untuk sebarang l1 dan l2 tidak serentak nol pada persamaan 

tersebut, garis merupakan anggota berkas garis dan melalui titik (xo,yo). 

Oleh sebab itu kita dapat memilih harga l1 = (a1xo + b1yo + c1) dan l2 = ï 

(axo + byo + c) sehingga didapatkan persamaan garis yang diminta dalam 

bentuk 

(a1xo + b1yo + c1) (ax + by + c) ï (axo + byo + c)(a1x + b1y + c1) = 0. 

 

f). Tentukan persamaan garis melalui titik potong garis-garis x + 2y = ï2 dan x 

+ y = ï3  tegaklurus terhadap garis ï3x + y = 1. 

 Penyelesaian: 

Perpotongan garis x + 2y = ï2 dan x + y = ï3 adalah titik (ï 4,1) dan 

gradien untuk garis ï3x + y = 1 adalah m = 3. Jadi garis yang dimaksud 

bergradien m1.m = ï1 atau m1 = ï1/3 dan melalui (ï 4,1), yaitu  

 

y ï 1 = ï1/3 (x + 4) atau x + 3y + 1 = 0. 

 

3.3 Persamaan Normal Garis (Persamaan Hess) 

Misalkan n = <a,b> merupakan vektor normal garis g ¹ ax + by + c = 0, 

yaitu ng, sehingga n = ng = <a,b>. Sedangkan pOP= adalah jarak dari O 

tehadap garis g dengan gOP^  dan vektor normal satuan nu dari garis g 

adalah (Gambar 3.5) 

 

 nu  = n/|n|  

     = ng/|n|  

     = Cosq i + Sinq j   

nu = 
22 ba

a

+

°
i + 

22 ba

b

+

°
 j .                                  (3.16) 
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Jika M(x,y) sebarang titik sepanjang garis g, maka persamaan normal garis g 

dapat didefinisikan melalui perkalian skalar terhadap nu menurut salah satu 

kondisi berikut. 

 

a). Harga nu . PM   =  0.  

<Cosq ,Sinq > . <(x ï pCosq) ,(y ï pSinq)> = 0. 

      Jadi Cosq (x ï pCosq) + Sinq (y ï pSinq) =  x Cosq  + y Sinq ï p = 0. 

 

b). Harga  |OP| = p = OM . nu = OM . (
OP

OP
) = <x,y> . <

22 ba

a

+

°
,

22 ba

b

+

°
>. 

      Jadi  p = <x,y> . <Cosq ,Sinq > = x Cosq  + y Sinq. 
 

Kesimpulannya, persamaan normal garis g adalah 

 

 x Cosq  + y Sinq ï p = 0       (3.17) 

 atau      

22 ba

a

+

°
x  + 

22 ba

b

+

°
 y ï p = 0. 

                                             

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 3.5  Persamaan normal garis 

Dari garis g yang dinyatakan dalam bentuk umum 

g ¹ ax + by + c = 0  
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dan bentuk normal  

 g ¹ x Cosq + y Sinq  ï p  =  0, 

maka dapat disimpulkan secara umum beberapa hal berikut. 

a). Berdasarkan persamaan (3.17), maka nilai perbandingan dari koefisien-

koefisien kedua persamaan garis adalah 

22

1

bac

p

b

Sin

a

Cos

+

°
=

-
==

qq
.                   (3.17a) 

b).  Dari (a), jarak dari O terhadap garis g adalah:  

 
22 ba

c
p

+
= .          (3.17b) 

c).  Dari (a), kosinus arah normal garis dinyatakan oleh 

 a  =  
22 ba

a
Cos

+

°
=q  atau  b  =  

22 ba

b
Sin

+

°
=q .    (3.17c) 

  

 

Contoh-contoh Hitung Persamaan Normal Garis 

a). Tentukan persamaan garis yang dibangun melalui dua titik A(2,1) dan 

B(5,5) dalam  bentuk normal. 

Penyelesaian: 

Penyajian dalam bentuk umum dari garis melalui A(2,1) dan B(5,5) adalah 

15

1

25

2

-

-
=

-

- yx
 atau   4x ï 3y ï 5 = 0.  

Dalam bentuk normal (3.17) diperoleh (4/5)x ï 3/5y + 1 = 0. 

 

b). Tentukan jarak titik awal O(0,0) terhadap garis hasil (a) tersebut. 

      Penyelesaian: 

      Dari bentuk (3.17b), jarak O terhadap garis adalah 
22 ba

c
p

+
= = 1. 
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3.4 Segmen Garis dan Jarak Titik terhadap Garis 

Penyajian segmen garis yang dibangun oleh dua titik berbeda A(x1,y1) 

dan B(x2,y2) sebagai titik ujung-titik ujung segmen garis, dapat dinyatakan 

sebagai tempat kedudukan titik-titik P(x,y) berikut (Gambar 3.6) 

 
),(),(),x()1(

2211
yxPyxBtyAt =+- .     (3.18) 

 

dengan t Í [0,1] atau identik dalam bentuk parametrik 

 

 x(t) = (1 ï t)x1 + t x2       (3.19) 

y(t) = (1 ï t)y1 + t y2 

dengan 0 ¢  t ¢ 1. 

 

 

                                              

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 3.6  Penyajian segmen garis 

 

Sedangkan jarak d dari titik A terhadap titik B adalah 

 

 2

12

2

12
)()( yyxxABd -+-== .     (3.20) 

 

Proyeksi titik C(x,y) terhadap segmen garis AB , ditulis  P(C,AB ) = 

Cô(xô,yô) didefinisikan sebagai proyeksi ortogonal dari titik C ke garis yang 

didukung AB . Sedangkan jarak titik C(x,y) terhadap segmen garis AB , ditulis 

d(C, AB ), didefinisikan sebagai (Gambar 3.7) 

a). jika proyeksi P(C, AB )  terletak di AB , maka d(C, AB ) = d(C,P(C, AB )), 

b). jika tidak (a), maka d(C, AB ) = min{d(C,A), d(C,B)}.  

X O 

Y 

A(x1,y1) 

B(x2,y2) 

P(x,y) 
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P(D, AB ) = Dô                 P(C, AB ) = Cô 

  d(D, AB ) = d(D,A)         d(C, AB ) = d(C,Cô) 

 

Gambar 3.7  Proyeksi dan jarak titik ke segmen garis 

 

Sedangkan  proyeksi titik P(x,y) ke garis g ¹ ax + by + c = 0, yaitu titik 

Pô(xô,yô), dapat ditentukan dengan cara: 

a). menarik garis h melalui P secara tegaklurus terhadap g dalam persamaan 

  h ¹ y ï yP = mh (x ï xP) dengan  mh = ï (1/mg); 

b). menghitung titik potong g dan h, sehingga diperoleh koordinat  Pô(xô,yô). 

 

Adapun untuk mencari formulasi jarak d dari titik P(xo,yo) ke garis g ¹ ax + by 

+ c = 0, dapat dihitung melalui prosedur berikut (Gambar 3.8). 

a). Tulis garis g ¹ ax + by + c = 0 dalam bentuk normal Hess dengan normal 

satuan 

 nu = < 22 ba

a

+

°
, 22 ba

b

+

°
> 

      sehingga g ¹ 22 ba

a

+

°
 x  + 22 ba

b

+

°
  y  + 22 ba

c

+

°
 = 0 

 

      atau  g ¹ x Cos q + y Sinq = p. 

 

b). Melalui titik P(xo,yo) dan nornal nu dapat dibangun garis g1//g dalam bentuk: 

D 

 

C 

 

Dô 

 

A 

 

Cô 

 

B 
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  g1 ¹ xo Cosq + yo Sinq = p ° d. 

 

Oleh sebab itu jarak titik P terhadap garis g adalah jarak antara garis g1 

terhadap g, yaitu: 

 ° d = xo Cosq + yo Sinq  - p  = .
22

00

ba

cybxa

+

++
 

Jadi didapat 

 d  = 22

00

ba

cybxa

+

++
.                                 (3.21) 

                                               

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 3.8  Jarak titik terhadap garis 

 

Contoh-contoh Hitung Jarak Titik terhadap Garis 

a). Tentukan jarak dari garis g ¹ 2x + 3y + 8 = 0 terhadap titik A(4,5) dan B(1,- 

     4). 

Penyelesaian: 

Misal jarak garis g terhadap titik A dan B masing-masing adalah d1 dan d2 , 

maka  
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ba
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++
 = 22 32
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++
 = 
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b). Tentukan persamaan garis bagi sudut yang dibangun oleh garis g1¹ 4x ï 3y 

+ 12 = 0 dan g2 ¹ 3x ï 4y + 8 = 0 pada daerah yang memuat titik awal. 

 Penyelesaian: 

Pada daerah yang memuat titik awal, arah normal garis saling searah. Hal 

ini ditunjukkan dari hitung jarak d1 dan d2 bahwa masing-masing bilangan 

didalam harga mutlak adalah positip, yaitu 

d2 =  22 )3(4

12)0(3)0(4

-+

+-
  dan  d2 =  22 )4(3

8)0(34)0(3

-+

+-
. 

Oleh sebab itu dengan memenuhi kondisi jarak titik P(x,y) anggota garis 

yang dicari adalah sama terhadap g1 dan g2, maka persamaan garis yang 

dicari adalah 

5

843

5

1234 +-
=

+- yxyx
 atau  x + y + 4 = 0. 

 

3.5 Persamaan Kutub Garis 

Persamaan garis g melalui kutub O membentuk sudut qo terhadap 

sumbu kutub dinyatakan sebagai  q = qo (Gambar 3.9a). 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                                                                                      

                 (a)                                                                  (b)                           

 

Gambar 3.9  Garis melalui kutub 

 

Titik A di g yang jaraknya 2 (dua) satuan terhadap arah positip pusat 

kutub O dan sudut polar  q = p/3 (Gambar 3.9b) dinyatakan dengan A(2,p/3) 
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dan titik B sejauh 1 (satu) satuan arah negatif terhadap pusat kutub O 

dinyatakan sebagai B(-1, p/3). 

Jika garis g tidak melalui O, maka g berjarak d > 0 dari kutub. Misalkan 

qo adalah besarnya sudut polar suatu garis f tegaklurus g, maka sebarang titik 

P(r,q) di g dapat dinyatakan dengan bentuk (Gambar 3.10a) 

 

 r = )(
o

Cos

d

qq-  .         (3.22) 

 

Persamaan (3.22) selanjutnya disebut sebagai persamaan kutub garis. Dalam 

hal ini r dapat kita pandang sebagai variabel terikat dan q dipandang sebagai 

variabel bebas dari persamaan garis g. 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                                                                                     

                                                                                                                              

                                                                                                      

                                                                                                               

                                                         

                    

 

 

 

       (a)                                         (b)         (c) 

 

Gambar 3.10  Persamaan kutub garis 
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BAB 4 

BENDA KUADRATIS BIDANG  
 

 

Kurva-kurva bidang hasil dari interseksi kerucut dan bidang pada 

berbagai posisi (tidak hanya melalui puncak kerucut) disebut irisan kerucut 

(Gambar 4.1). Irisan kerucut memiliki sifat-sifat pokok yang menarik, yaitu 

bahwa setiap irisan kerucut (kecuali lingkaran)  merupakan tempat kedudukan 

titik -titik di bidang dengan rasio jarak dari titik tertentu (fokus kerucut) dan 

garis tertentu (direktrik) adalah konstan. 

Dalam setiap pembahasan potongan kerucut ini, berisi dua topik 

berikut. Pertama, kita formulasikan persamaan lingkaran, elips, hiperbola dan 

parabola dalam bentuk koordinat Cartesius, parametrik dan polar. Selanjutnya, 

didiskusikan interseksi antara masing-masing potongan kerucut tersebut 

terhadap garis lurus. Adapun penjelasan detailnya, diuraikan berikut ini. 

 

 

            

 

                              

                                                       

 

                                  

 

 

 

Gambar 4.1 Potongan kerucut 

 

4.1 Lingkaran 

Definisi 4.1:  Lingkaran adalah himpunan titik-titik di bidang yang jaraknya 

terhadap titik tertentu tetap. Titik tetap ini selanjutnya disebut 

pusat lingkaran. 
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Dari definisi tersebut, jika P(x,y) sebarang titik pada lingkaran berpusat di 

O(0,0), maka bentuk persamaan lingkaran yang didapat adalah (Gambar 4.2a) 

rOP =   

ryx =+ 22  atau 222 ryx =+         (4.1) 

 

dengan r disebut jari-jari lingkaran. 

 

Sedangkan jika pusatnya di P(a,b), maka persamaan lingkaran dinyatakan oleh 

bentuk (Gambar 4.2b)  

 

(x ï a)2 + (y ï b)2 = r2
.                                                      (4.2) 

 

Ruas kiri bila diuraikan mendapatkan bentuk 

 

 x2 + y2 ï 2ax ï 2by + (a2 + b2 ï r2) = 0.         (4.3) 

 

Jadi persamaan umum lingkaran dapat ditulis sebagai 

 

 x2 + y2 + Ax + By + C = 0        (4.4) 

dengan  

A = ï 2a          (4.4a) 

B = ï 2b          (4.4b) 

C = (a2 + b2 ï r2).         (4.4c) 

 

                                                                                    

 

                                                                                                                       

                                                                                                                         

                                                                                                                        

 

 

                                                                                                                

(a)       (b) 

 

Gambar 4.2  Lingkaran 

X 

Y 

O 

r 

Y 

X 

r 

(a,b

) 
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Untuk sebaliknya, jika diketahui persamaan lingkaran x2 + y2 + Ax + By + C = 

0, maka 

 

 (x2 + Ax + ¼ A2) + (y2 + By + ¼ B2) = (¼ A2 + ¼ B2 ï C) 

 atau 

 (x + ½ A)2 + (y + ½ B)2 = (¼ A2 + ¼ B2 ï C). 

 

Kesimpulannya, pusat lingkaran tersebut adalah (ï ½ A, ï ½ B) dengan jari-jari  

 

CBAr -+= 22

4

1

4

1
.                   (4.5) 

 

 

Hasil ini adalah identik dengan bentuk kesamaan (4.4a,b,c) untuk lingkaran 

yang berpusat di titik (a,b) dan berjari-jari r. 

Dari persamaan (4.5) dapat disimpulkan beberapa hal berikut: 

a). jika (¼ A2 + ¼ B2 ï C) > 0, maka lingkaran yang didapat adalah nyata; 

b). jika (¼ A2 + ¼ B2 ï C) = 0, didapatkan sebuah titik; 

c). jika (¼ A2 + ¼ B2 ï C) < 0, kita dapatkan lingkaran imajiner. 

 

Penyajian lingkaran dalam bentuk parametrik berjari-jari r berpusat di 

O(0,0) dirumuskan sebagai 

 

 x(q) = r Cosq  

 y(q) = r Sinq          (4.6a) 

 

dengan 0 ¢ q ¢ 2p. Sedangkan dalam bentuk polar (kutub), untuk lingkaran 

berpusat di kutub dinyatakan dengan r = r dan jika pusatnya di P(r,qo), maka 

dihitung melalui rumus kosinus berikut (Gambar 4.3a) 

 

 POLCosOPOLOPOLPL Ï-+= 2
222

 

r2    =    r2  +  r2   ï   2 r r Cos(q  ï qo) 
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atau 

r  =  2 r Cos(q  ï qo). 

 

Dengan demikian persamaan lingkaran berbentuk polar pusatnya di P(r,qo) 

dinyatakan oleh bentuk 

 r  = 2 r Cos(q  ï qo).       (4.6b) 

 

 

 

 

 

 

 

 

      r =  2 r  Cos(q -qo)                     r =  2 r  Cos q                       r =  2 r Sin q 

         

              (a)                                         (b)                                         (c) 

 

Gambar 4.3  Penyajian lingkaran bentuk polar 

 

Misalkan suatu lingkaran x2 + y2 = r2 dan persamaan garis y = mx + k. 

Jika garis diiriskan pada lingkaran, maka didapat persamaan 

 

 (1 + m2)x2 + (2mk)x + (k2 ï r2) = 0.            (4.7) 

 

Persamaan (4.7) memberikan tafsiran geometrik berikut: 

a). jika D > 0, garis memotong lingkaran di dua titik real; 

b). jika D = 0, didapat garis singgung lingkaran; 

c). jika D < 0, garis memotong lingkaran di dua titik imajiner. 

Hal menarik pada kasus (b), jika gradien garis m diketahui, maka 

konstanta k dari garis singgung dapat dicari dengan kondisi 

 

 D = k2 ï r2(1 + m2) = 0 

 

 

 r 

 
  qo 

 

  

L(r,q) 

 

  O 

 

 P(r,qo) 

 

Sumbu kutub 

 
O 

 Sumbu kutub 

 

r 

   O 

 

 r 

 Sumbu kutub 
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 atau 

 
21 mrk +°= . 

 

Jadi persamaan garis singgung yang dimaksud adalah 

 
21 mrmxy +°= .                     (4.8) 

 

Prosedur hitung ini dapat dilakukan untuk kasus umum perpotongan antara 

lingkaran berbentuk  

(x ï a)2 + (y ï b)2 = r2  

dan garis 

y = mx + k. 

 

Misalkan lingkaran x2 + y2 = r2, maka persamaan garis singgung 

melalui titik R(xR,yR) pada lingkaran dapat ditentukan menurut prosedur 

berikut. 

1. Tentukan dua titik P(x1,y1) dan Q(x2,y2) di lingkaran, maka garis melalui 

kedua titik tersebut adalah 

  y ï y1 = 
12

12

xx

yy

-

-
(x ï x1).     (4.9)  

2. Karena P dan Q di lingkaran maka keduanya memenuhi persamaan 

lingkaran, yaitu 

 

x1
2 + y1

2 = x2
2 + y2

2 = r2   

atau   

ö
ö
÷

õ
æ
æ
ç

å

+

+
-=

-

-

12

12

12

12

yy

xx

xx

yy
.                                              (4.10) 
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3. Jika titik P dan Q berimpit di R, maka xR = x1 = x2 dan yR = y1 = y2. Jadi dari 

persamaan (4.9) dan (4.10) didapatkan persamaan garis singgung di R(xR,yR) 

sebagai berikut 

 

  xRx  + yRy = r2.         (4.11) 

 

Contoh-contoh Hitung Lingkaran 

a). Evaluasi bentuk persamaan x2 + y2 + 4x ï 6y ï 12 = 0. 

 Penyelesaian: 

 Bentuk tersebut identik dengan 

 

  (x2 + 4x + 4) + (y2 ï 6y + 9) = 12 + 4 + 9 

  atau  

(x + 2)2  + (y ï 3)2  = 25. 

 Jadi persamaan dimaksud adalah lingkaran berpusat di (-2,3) berjari-jari 5. 

 

b). Carilah persamaan lingkaran melalui titik P(1,0), Q(0,1) dan R(2,2). 

 Penyelesaian: 

Misalkan persamaan lingkaran berbentuk formulasi (4.4), maka lingkaran 

melalui ketiga titik tersebut memenuhi 

 

 Titik  (x,y) Ą x2 + y2 + Ax + By + C  = 0 

  P(1,0)     Ą 1         + A            + C  = 0 

Q(0,1)     Ą        1           +   B + C  = 0 

R(2,2)     Ą 4  + 4  + 2A + 2B + C  = 0. 

Melalui substitusi (eliminasi) tiga persamaan terakhir, maka dapat 

ditentukan nilai-nilai koefisien A, B dan C dari persamaan (4.4), yaitu  

A = B = ï7/3  

dan  

C = 4/3.  
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Penyelesaian lain, dapat dilakukan dengan cara mencari determinan dari 

bentuk persamaan (4.4) hasil substitusi sebarang titik P(x1,y1), Q(x2,y2) dan 

R(x3,y3) berikut 

 

 .0

1

1

1

1

33

2

3

2

3

22

2

2

2

2

11

2

1

2

1

22

=

+

+

+

+

yxyx

yxyx

yxyx

yxyx

 

 

Dengan demikian melalui ketiga titik tersebut didapatkan persamaan 

lingkaran dalam bentuk  x2 + y2 ï 7/3x ï 7/3y + 4/3 = 0. 

 

4.2 Elips 

Untuk membangun suatu elips melalui formulasi aljabar, dapat kita 

gunakan definisi-definisi elips berikut ini. 

Definisi 4.2:  Elips adalah himpunan titik-titik yang jumlah jaraknya terhadap 

dua titik tertentu (fokus elips) besarnya tetap.  

 

Misalkan elips dengan fokus F1(-c,0) dan F2(c,0) dan jumlah jaraknya untuk 

sebarang titik P(x,y) di elips adalah aPFPF 2
21
=+ , maka (Gambar 4.4) 

 

aPFPF 2
21

=+                (4.12) 

 aycxycx 2)()( 2222 =+-+++  
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.)(atau)(

2)(442

)()(44)(

)(2)(

22222

2222222

2222222

2222

ycxx
a

c
aycxacxa

ccxxycxaaccxx

ycxycxaaycx

ycxaycx

+-=-+-=-

+-++--=++

+-++--=++

+--=++

 

 

Jadi jika kedua ruas dikuadratkan dan disederhanakan, didapat 

 

 .1
22

2

2

2

=
-

+
ca

y

a

x
       (4.13) 

 

 

                                                            

                                                                                  

                                                                                       

                                                                     

                                                                                                        

 

 

 

Gambar 4.4  Elips 

 

Dalam DF1PF2 berlaku hubungan ( )
2121

FFPFPF ð+  sehingga 2a > 2c atau a > 

c. Dengan demikian pada persamaan (4.13) disimpulkan bahwa penyebut (a2 ï 

c2) > 0 mempunyai harga akar berikut 

  

 
22 cab -=     atau   a2 = b2  + c2.          (4.14) 

 

Oleh sebab itu persamaan elips (4.13) dapat dinyatakan secara umum  

 

  1
2

2

2

2

=+
b

y

a

x
.          (4.15) 

F1(-c,0)  F2(-c,0) 

P(x,y)     

  a O X 

a b 

c 

Y 
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Persamaan (4.15) adalah elips berpusat di O(0,0) memotong sumbu-sumbu 

koordinat di titik (°a,0) dan (0,°b) dengan sumbu panjang 2a dan sumbu  

pendeknya 2b. 

Dari sifat-sifat geometrik definisi 1, memberikan bentuk aljabar 

persamaan (4.15). Sebaliknya, jika x dan y memenuhi bentuk (4.15) dengan 0 < 

c < a, maka berlaku 

 

 
2

22

222 )(
a

xa
cay

-
-= .       (4.16) 

 

Bentuk (4.16) jika disubstitusikan dalam akar berikut diperoleh 

 x
a

c
aycxPF +=++= 22

1
)(      (4.16a) 

 .)( 22

2 x
a

c
aycxPF -=+-=                (4.16b) 

 

Jika x terletak di ïa ¢ x ¢ a, maka 
1

PF dan 
2

PF terletak di a + c dan a ï c. Oleh 

sebab itu harga mutlak dari 
1

PF dan 
2

PF masing-masing adalah 

 

 x
a

c
aPF +=

1   dan   .2 x
a

c
aPF -=      (4.17) 

 

Jadi aPFPF 2
21
=+  memenuhi sifat-sifat geometrik definisi 1. Kesimpulannya, 

sifat-sifat aljabar dan geometrik dari elips tersebut adalah ekivalen. 

Jika titik pusat elips tidak di O(0,0), tetapi misalnya di Oô(p,q) dengan 

sumbu-sumbu simetri elips sejajar sumbu OX dan OY,  maka koordinat baru 

untuk elips dapat dinyatakan sebagai (Gambar 4.5) 

 

 x' = x ï p dan  yô =  y ï q 

 

dengan sumbu-sumbu koordinat barunya adalah OôXô dan OôYô. Adapun untuk 

persamaan elips dalam sumbu-sumbu baru ini, dinyatakan oleh bentuk 
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 1
''
2

2

2

2

=+
b

y

a

x
 atau 1

''
2

2

2

2

=+
a

y

b

x
     (4.18) 

 

tergantung dari sumbu panjang atau pendek yang mendefinisikannya. 

 

                                                           

                                                                               

 

 

                                                                                                                                                

 

                                                                                                           

 

 

 

Gambar 4.5  Elips berpusat di titik (p,q) 

   

Definisi 4.3: Elips adalah himpunan titik-titik yang perbandingan jaraknya 

terhadap suatu titik tertentu (fokus) dan suatu garis tertentu 

(direktrik) adalah konstan (tetap).  

 

Jika titik P(xp,yp) di elips, maka jarak P ke F1(-c,0) dan F2(c,0) adalah (Gambar 

4.6) 

 

( ) ( )22
2

1 pp
ycxPF ++=  

( ) ( )22
2

2 pp
ycxPF +-=  

sehingga 

 ( )( )( ).42121

2

2

2

1 pcxPFPFPFPFPFPF =-+=ö
÷

õ
æ
ç

å -  

Padahal harga  

 aPFPF 2
21
=+       (4.19a) 

maka dari itu  

Pô(p+xô,q+yô) = 

P(x,y) 

X 

Xô 

Yô Y 

O 

 

Oô(p,q) 
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 ( )( )
a

cx
PFPF

p
2

21
=- .                 (4.19b) 

 

Dari persamaan (4.19a,b) disimpulkan 

 öö
÷

õ
ææ
ç

å
+=

p
x

c

a

a

c
PF

2

1  

 .
2

2 öö
÷

õ
ææ
ç

å
-= px

c

a

a

c
PF                  (4.20) 

Oleh karena 0 < c < a , jadi berlaku hubungan 

 

 1konstan

)()(
2

2

2

1

<===

-

=

+

e
a

c

x
c

a

PF

x
c

a

PF

PP

  (4.21) 

 atau 

 1
21

<== e
PR

PF

PQ

PF

 

    

dengan e disebut bilangan eksentrisitas elips harganya lebih kecil dari satu. Hal 

ini berarti elips adalah himpunan titik-titik yang perbandingan jaraknya 

terhadap fokus dan direktrik adalah konstan. 
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Eksentrisitas Elips (e) = c/a < 1 

 

Gambar 4.6  Elips dengan garis-garis direktrik g dan h 

 

Elips berpusat di O(0,0), sumbu panjangnya 2a dan sumbu pendek 2b, 

dalam bentuk parametrik dinyatakan oleh 

 

x = a cosq 

 y = b sinq        (4.22) 

 

dengan q suatu variabel parameter dan 0 ¢ q ¢ 2p. Sedangkan penyajian elips 

dalam koordinat polar ditentukan melalui perhitungan berikut. 

Misalkan fokus elips F berada di kutub dan garis direktriknya berjarak 

d dari kutub, maka menurut persamaan (4.21) berlaku bahwa perbandingan 

jarak sebarang titik P(r,q) di elips ke fokus terhadap garis direktriknya adalah 

konstan, yaitu (Gambar 4.7) 

 PDePFe
PD

PF
³== atau  

 r  =  e [d ï r Cos(q ï qo)] 

xh = a2/c = a/e 

g 
 

xg = - a2/c = - a/e 

Q 

Y 

   h a 

ae 

F1(-c,0) F2(c,0) 

    a 

c 

 

 b 

(a2/c + xp) P(xp,yp)   (a2/c - xp)    
R 

 

a/e 
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 atau 

 ( )
o

Cose

de

qq
r

-+
=

1        (4.23) 

 

dengan nilai eksentrisitas e dalam interval 0 < e < 1. 

 

 

                                                                              

                                                                                                      

 

                                              

 

 

 

 

 

 

                                                              

Gambar 4.7  Elips dalam koordinat polar 

 

Misalkan suatu elips  

 

 1
2

2

2

2

=+
b

y

a

x
       (4.24) 

 

dan persamaan garis y = mx + k. Jika keduanya diiriskan didapat bentuk 

 

 (m2a2 + b2) x2 + (2a2mk) x + (m2a2 ï a2b2) = 0.  (4.25) 

 

Jika gradien garis m diketahui, maka konstanta k garis singgung dapat dicari 

melalui kondisi diskriminan 

 

 D = m2a2 + b2 ï k2 = 0 

 atau  

 222 bamk +°= .  

D 
P(r,q

) 

F = 

O          

d 

qo     
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Jadi persamaan garis singgung yang dimaksud adalah 

 

 222 bammxy +°= .      (4.26) 

 

Prosedur untuk mendapatkan persamaan garis singgung di titik R(xR,yR) 

pada elips (4.24) adalah identik dengan prosedur mencari  persamaan garis 

singgung melalui titik R(xR,yR) pada lingkaran x2 + y2 = r2 yang hasilnya 

ditunjukkan pada persamaan (4.11). Oleh sebab itu persamaan garis singgung 

melalui titik R(xR,yR) pada elips (4.24) didapat 

  1
22
=+

b

yy

a

xx RR .                  (4.27) 

 

Contoh-contoh Hitung Elips 

a). Tentukan persamaan elips yang simetri terhadap sumbu Y berfokus di 

sumbu X   sebesar c = 9 satuan dan eksentrisitas e = 3/4. 

Penyelesaian: 

Nilai e = c/a = 3/4, maka 9/a = 3/4  atau a = 12. Karena a2 = b2 + c2, maka 

didapat harga b sebagai berikut 

 

  b2 = a2 ï c2 atau b = Õ63. 

Jadi persamaan elips yang dicari adalah  1
63144

22

=+
yx

. 

 

b).  Evaluasi bentuk 9x2 + 4y2 + 36x ï 8y + 4 = 0. 

Penyelesaian: 

Jika kita nyatakan dalam bentuk kuadrat, didapat 

 

 9x2 + 4y2 + 36x ï 8y + 4 = 0 

 9(x2 + 4x + 4) + 4(y2 ï 2y + 1) = 36 

 atau 
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 .1
9

)1(

4

)2( 22

=
-

+
+ yx

 

 

Jadi elips tersebut berpusat di (-2,1). Jika relasi koordinat baru dengan 

koordinat lama diformulasikan 

 

 x' = x + 2 ;      yô = y ï 1  

 

maka didapat persamaan elips baru 

 

 1
9

'

4

' 22

=+
yx

. 

 

Dengan demikian titik -titik potong elips terhadap sumbu-sumbu baru Xô 

dan Yô adalah (°2,0) dan (0,°3) dengan titik fokusnya dihitung sebagai 

berikut. Karena  

 a2 = 9 dan b2 = 4, 

maka 

 522 =-= bac . 

 

Jadi fokusnya berada pada titik (0,°Õ5) di sumbu baru Yô atau di titik (-2, 

1°Õ5) menurut koordinat lama XOY. 

 

c). Tentukan persamaan garis singgung pada elips  4x2 + 6y2 = 36 dan sejajar 

terhadap garis 12x ï 3y + 8 = 0. 

Penyelesaian: 

Bentuk persamaan garis 12x ï 3y + 8 = 0 identik dengan y = 4x ï 8. Jadi 

gradien garis singgung dimaksud adalah m = 4. Sedang persamaan umum 

elips didapatkan 
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1
69

22

=+
yx

. 

Jadi menurut bentuk (4.26), persamaan garis singgung elips yang dimaksud 

adalah 

 1504222 °=+°= xbammxy . 

 

4.3 Hiperbola 

Definisi 4.4: Hiperbola adalah himpunan titik-titik yang selisih jaraknya 

terhadap dua titik tertentu (fokus hiperbola) besarnya tetap. 

 

Misalkan hiperbola dengan fokus F1(c,0) dan F2(-c,0) dan selisih 

jaraknya untuk sebarang titik P(x,y) di hiperbola adalah aPFPF 2
21
=- , maka 

(Gambar 4.8) 

 

aPFPF 221 =-       (4.28) 

 aycxycx 2)()( 2222 =+--++  

atau 

.1
22

2

2

2

=
-

+
ca

y

a

x
 

                                                                                                                                                          

                                                                                            

                                                                            

                                                                                                          

                                                                                                              

 

 

 

 

 

 

Gambar 4.8  Hiperbola 

y = - (b/a) x y = (b/a) x   

P(x,y) 

     F1   F2 
  b 

a 

 c 

 Y 

 X 



 Bagian I 

 

53 

Dalam DF1PF2 berlaku hubungan ( )
2121

FFPFPF à-  sehingga 2a < 2c atau a 

< c. Dengan demikian pada persamaan (4.28) disimpulkan bahwa penyebut (a2 

ï c2) < 0 mempunyai harga akar berikut 

 

a2 ï c2 = ïb2 .        (4.29) 

 

Persamaan hiperbola didapat 

 

1
2

2

2

2

=-
b

y

a

x
.                   (4.30) 

 

Persamaan (4.30) adalah hiperbola berpusat di O(0,0) dan tidak ada bagian 

hiperbola yang terletak diantara x = ï a dan x = a. 

Dari sifat-sifat geometrik definisi 1, memberikan bentuk aljabar 

persamaan (4.30). Sebaliknya, misalkan sebarang titik P(x,y) memenuhi bentuk 

(4.30), maka panjang 1
PF  dan 2

PF  diketahui  

 

 x
a

c
aycxPF +=++= 22

1
)(      (4.31a) 

 

 x
a

c
aycxPF -=+-= 22

2
)(       (4.31b) 

 

dengan x terletak didaerah x < -a atau x > a. Harga mutlak dari persamaaa 

(4.31) adalah 

a). untuk x > a berlaku 

 x
a

c
aPF +=

1          (4.32a) 

.2 x
a

c
aPF +-=   

b) untuk x < ï a berlaku 

 

 )(
1

x
a

c
aPF +-=          (4.32b)  
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.2 x
a

c
aPF -=   

 

Jadi dari (4.32) dapat disimpulakan bahwa jika P di daerah x > a berlaku 

aPFPF 2
21
=-  dan jika P di daerah x < ï a  berlaku aPFPF 2

12
=- .  Hal ini 

berarti memenuhi sifat-sifat geometrik definisi 1. Kesimpulannya, sifat-sifat 

aljabar dan geometrik dari hiperbola tersebut adalah ekivalen. 

          Jika titik pusat simetri hiperbola tidak di O(0,0), tetapi misalnya di 

Oô(p,q), maka koordinat baru untuk hiperbola dinyatakan sebagai 

 

 x' = x ï p dan yô = y ï q 

 

dengan sumbu-sumbu koordinat barunya adalah OôXô dan OôYô. Adapun untuk 

persamaan hiperbola dalam sumbu-sumbu baru ini, dinyatakan oleh bentuk 

 

 1
''
2

2

2

2

=-
b

y

a

x
  

atau  

.1
''
2

2

2

2

=-
a

y

b

x
        (4.33) 

 

Definisi 4.5:  Hiperbola adalah himpunan titik-titik yang perbandingan 

jaraknya terhadap suatu titik tertentu (fokus) dan suatu garis 

tertentu (direktrik) adalah konstan (tetap) yang harganya lebih 

besar dari satu.  

 

Misalkan titik P(xp,yp) di hiperbola, maka jarak P ke F1(-c,0) dan 

F2(c,0) masing-masing adalah (Gambar 4.9) 

 

 ( ) ( )22
2

1 pp
ycxPF ++=  

( ) ( )22
2

2 pp
ycxPF +-=  

 

sehingga 



 Bagian I 

 

55 

 ( )( )( )
p

cxPFPFPFPFPFPF 4
2121

2

2

2

1
=-+=ö

÷
õ

æ
ç
å - . 

   

Padahal diketahui harga  

 aPFPF 2
21
=-            (4.33a) 

maka dari itu  

 ( )( )
.

2
21

a

cx
PFPF

p
=+                      (4.33b) 

 

Dari persamaan (4.33a,b) disimpulkan 

   

 öö
÷

õ
ææ
ç

å
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p
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a

a

c
PF

2

1  
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å
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PF                     (4.34) 

 

Oleh karena cFF 2
21
=  dan ( ) aPFPF 2

21
=-  sehingga ( )

2121
PFPFFF -> , maka 

berlaku hubungan 

 

 1konstan
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2

2

2
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>===

ö
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÷

õ

æ
æ

ç

å
+öö
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õ
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ç
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x
c

a

PF

x
c

a
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PP

          (4.35) 

 atau 

 1
21

>== e
PR

PF

PQ

PF
.   

 

Hal ini berarti hiperbola adalah himpunan titik-titik yang perbandingan 

jaraknya terhadap fokus dan direktrik adalah konstan berharga lebih besar dari 

satu. 
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Eksentrisitas Hiperbola (e) = c/a > 1 

 

Gambar 4.9  Hiperbola dengan garis-garis direktrik g dan h 

       

Hiperbola berpusat di O(0,0), dalam bentuk parametrik dinyatakan oleh 

penyajian berikut 

x = a secq 

 y = b tanq,        (4.36) 

 

dengan q suatu variabel parameter dan 0 ¢ q ¢ p/2. Sedangkan penyajian 

hiperbola dalam koordinat polar seperti diberikan oleh bentuk elips, yaitu 

 

 r  =  e [d ï r Cos(q ï qo)] 

 atau 

 )(1
o

Cose

de

qq
r

-+
=         (4.37) 

 

dengan d adalah jarak fokus di kutub terhadap direktriknya dan nilai 

eksentrisitas e > 1. 

Seperti halnya pada elips, misalkan suatu hiperbola  

 

 1
2

2

2

2

=-
b

y

a

x
         (4.38) 

 

g h 

Q R 
P(xp,yp) 

F1 F2 

Y 

X 
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dan persamaan garis y = mx + k. Jika keduanya diiriskan didapat bentuk 

 

 (m2a2 ï b2)x2 + (2a2mk)x + (m2a2 + a2b2) = 0.   (4.39) 

 

Jika gradien garis m diketahui, maka konstanta k garis singgung dapat dicari 

melalui kondisi diskriminan 

 

 D = 4a2b2 (ï a2m2 + b2 + k2)  = 0 

 atau  

 222 bamk -°= . 

 

Jadi persamaan garis singgung yang dimaksud adalah 

 

 222 bammxy -°= .      (4.40) 

 

Prosedur untuk mendapatkan persamaan garis singgung di titik R(xR,yR) 

pada hiperbola (4.40) adalah identik dengan prosedur mencari  persamaan garis 

singgung melalui titik R(xR,yR) pada lingkaran atau elips. Dalam hal ini, 

didapat bentuk 

 

 1
22
=-

b

yy

a

xx RR .             (4.41) 

 

Contoh-contoh Hitung Hiperbola 

a).  Tentukan persamaan hiperbola dengan pusat simetri di O(0,0),  titik api di 

sumbu X sejauh 10 dan garis asimtotiknya y = ° 3/4 x. 

 Penyelesaian: 

 Jika persamaan hiperbola dalam bentuk 1
2

2

2

2

=-
b

y

a

x
 dan garis asimtotik y = 

° mx, maka titik potongnya diperoleh di tak terhingga melalui perhitungan 

persamaan 

 

  (b2 ï a2m2)x2 = a2b2 

 

 dengan kondisi  
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  (b2 ï a2m2) = 0 

  atau 

  m = ° b/a. 

 

 Oleh sebab itu karena garis asimtotnya y = ° 3/4x, maka b/a = 3/4. Karena 

dalam hiperbola berlaku b2 = c2 ï a2 > 0, maka  

 

b2 = 100 ï (16/9)b2  atau b = 6 dan a = 8. 

 

 Jadi hiperbola dimaksud adalah  

.1
3664

22

=-
yx

 

 

b).  Evaluasi persamaan dalam bentuk x2 ï 4y2 + 2x + 8y ï 7 = 0. 

 Penyelesaian: 

 Bentuk tersebut dapat dinyatakan sebagai 

 

   x2 ï 4y2 + 2x + 8y ï 7 = 0 

   (x2 + 2x + 1) ï 4(y2 ï 2y +1) = 7 + 1 ï 4 

   atau 

   1)1(
4

)1( 2

2

=--
+

y
x

. 

 

 Dengan demikian dapat dinyatakan dalam koordinat baru 

 

   x'  =  x + 1 dan yô =  y ï 1 

 

 sehingga 1
1

'

4

' 22

=-
yx

 

 

 menyajikan hiperbola dengan pusat xô = 0, yô = 0 atau x = -1 dan y = 1 dan 

memiliki nilai a2 = 4, b2 = 1 dan c2 = a2 + b2 = 5. Sedangkan garis 

asimtotiknya masing-masing adalah (xô/2) ï yô = 0 dan (xô/2) ï yô = 0. 
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4.4 Parabola 

Definisi 4.6:  Parabola adalah himpunan titik-titik di bidang yang berjarak 

sama dari titik tetap (fokus parabola) dan garis tertentu 

(direktrik).  

 

Misalkan fokus F suatu parabola di sumbu Y dan tegaklurus terhadap 

garis direktrik g  (Gambar 4.10). Titik pangkal (0,0) merupakan titik tengah 

dari F dan g, sedangkan jarak F terhadap g sebesar 2p, maka koordinat F 

adalah F(0,p) dan garis g dinyatakan oleh persamaan y = ï p. Dengan demikian 

menurut definisi 3, sebarang titik P(x,y) terdapat di parabola jika dan hanya jika 

P memenuhi kondisi 

 

 PQPF=          (4.42) 

 

dengan Q(x,-p). Karena harga 

 

 
22 )( pyxPF -+=  

dan 

 
2)( pyPQ +=       (4.43) 

 

maka persamaan untuk parabola berpuncak di (0,0) yang dimaksud adalah 

 

 x2  =  4py.       (4.44) 

 

                                                                  

                                                               

                                                                    

                                                                                                           

                                                                   

                                                               

 

 

 

Gambar 4.10  Parabola 

Direktrik : y = -

p 

P(x,y) 
 

Q(x,-p) 
 

F(0,p) 
 

Y 
 

X 
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Sebaliknya jika bentuk (4.44) dipenuhi, maka 

 

 .)()2(4)( 22222 PQpypypypypyxPF =+=+-+=-+=  

 

Sehubungan dengan persamaan hiperbola (4.35) atau elips, maka dapat 

disimpulkan bahwa perbandingan jarak titik P(x,y) pada parabola ke fokus 

terhadap direktrik adalah konstan berharga satu, yaitu 

 

  1==e
PQ

PF

        (4.45) 

 

dengan e eksentrisitas dari parabola. Dengan demikian suatu parabola dapat 

didefinisikan sebagai himpunan titik-titik yang perbandingan jaraknya terhadap 

fokus dan direktrik adalah satu. 

Dalam Gambar 4.11, kita sajikan beberapa contoh persamaan parabola 

dengan fokus di sumbu koordinat yang berbeda. 

 

 

 

                                                                                                                  

                                                                                                    

  

                                                                                 

                                           

 

 

 

             (a). Parabola: x2 = -4 py                            (b). Parabola: y2 = -4 px 

                                                                    

 

 

 

 

                                                                   

Direktrik:   y = p        

Y 

 F(0,-

p) 

 

P(x,y

) 

X 

Y 

X  F(0,-

p) 

Direktrik: x = 

p 
  P(x,y) 
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(c). Parabola: y2 = 4 px 

 

Gambar 4.11  Beberapa contoh persamaan parabola 

 

Jika titik puncak parabola tidak di O(0,0), tetapi misalnya di Oô(r,s) 

dengan sumbu simetri parabola sejajar salah satu sumbu OX atau OY, maka 

koordinat baru untuk parabola dinyatakan sebagai 

 

 x' = x ï r dan yô = y ï s 

dengan sumbu-sumbu koordinat barunya adalah OôXô dan OôYô. Adapun untuk 

persamaan parabola (4.44) dalam sumbu-sumbu baru ini, dinyatakan oleh 

bentuk 

 

 (xô)2 = 4pyô 

atau  

(x ï r)2 = 4p(y ï s).       (4.46) 

 

Persamaan parabola dalam bentuk parametrik dinyatakan oleh persamaan 

berikut 

 

x = tan2q 

 y = ° 2 qtanp        (4.47) 

 

 Y 

  

X 

 F(0,p) 

  P(x,y) 

      Direktrik: x = 

-p 
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dengan q suatu variabel parameter dan 0 ¢ q ¢ p/2. Sedangkan penyajian 

parabola dalam koordinat polar seperti diberikan oleh bentuk elips dan 

hiperbola, yaitu  

 

 r  =  e [d ï r Cos(q  ï qo)] 

 atau 

 )(1
o

Cose

de

qq
r

-+
=        (4.48) 

 

dengan d adalah jarak fokus di kutub terhadap direktriknya dan nilai 

eksentrisitas e = 1. 

 

Contoh-contoh Hitung Parabola 

a). Carilah persamaan parabola yang dibangun melalui garis direktrik x ï 5 = 0 

dan fokusnya F(6,2). 

 Penyelesaian: 

Misalkan titik P(x,y) pada parabola, maka menurut definisi harus dipenuhi 

hubungan jarak P ke F dan ke garis direktrik x ï 5 = 0 adalah sama, yaitu 

 

5)2()6( 22 -=-+- xyx  

 atau 

 (x ï 6)2 + (y ï 2)2 = (x ï 5)2 

 y2 ï 4y ï 2x + 15 = 0. 

 

Jadi parabola dimaksud adalah y2 ï 4y ï 2x + 15 = 0. 

 

b).  Evaluasi bentuk parabola berikut y = x2 + 4x. 

Penyelesaian: 

Jika dinyatakan dengan kuadrat sempurna didapat bentuk 

 

 y + 4 = (x + 2)2. 

 

Dari bentuk (1.20), yaitu (x ï r)2 = 4p(y ï s), dapat disimpulkan bahwa 
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 r = ï 2,   s = ï 4  dan  p = 1/4. 

 

Jadi puncak parabola adalah T(-2,-4) dengan sumbu simetri x = ï2 dan 

fokus terletak sejauh 1/4 satuan dari puncak, yaitu  F(-2, (-3,75)). 

                                                                    

                                 

                                                             

                                                                                         

                                                   

 

 

 

 

 

Gambar 4.12  Grafik parabola y = x2 + 4x. 

 X 

 Y 

x = -2 

y = x2 + 4x 

  T(-2,-4) 
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BAB 5 

PENYAJIAN BID ANG DAN GARIS  

DI RUANG  
 

 

 Formulasi bidang banyak digunakan dalam desain permukaan benda-

benda industri. Hal ini dikarenakan bentuk komponen-komponen benda 

dimaksud umumnya  terkonstruksi dari beberapa potongan bentuk kubus, 

balok, prisma, limas, ataupun bidang poligon, sehingga untuk 

memodelisasikannya diperlukan penyajian bentuk bidang. Selain itu untuk 

keperluan hitung volume benda tersebut, juga diperlukan adanya perhitungan 

deteksi ukuran segmen garis interseksi antar bidang-bidang batas benda dan 

hitung ukuran jarak/ketinggian benda, maupun arah bidang batasnya. Oleh 

karenanya studi tentang penyajian bidang dan garis di ruang, lebih lanjut perlu 

dikenalkan.  

 Tujuan studi dalam bab ini adalah untuk dapat memahami pengertian 

kosinus arah vektor satuan (di ruang) dan mampu menggunakannya dalam 

membangun persamaan umum bidang. Selain itu, melalui vektor normal 

bidang yang diketahui dan jarak bidang terhadap titik awal, kita mampu 

membangun bentuk formula Hess untuk penyajian bidang. Di lain pihak  dalam 

perhitungan garis di ruang, kita mendapatkan formula garis dalam bentuk 

vektorial, ataupun bentuk proporsional. Uraian detailnya adalah berikut ini. 

 

5.1 Kosinus Arah 

Definisi 2.1 : Kosinus arah dari vektor satuan u adalah ukuran-ukuran aljabar 

dari proyeksi vektor satuan u ke vektor i, j  dan k masing-masing pada 

sumbu-sumbu OX, OY dan OZ. 

 

Misalkan u = A i + B j  + C k = <A,B,C> dengan |u| = 1, maka kosinus 

arah u menurut definisi tersebut adalah (Gambar 5.1) 

 

  Cos a  =  (u.i)/(|u| |i|)   =  
222 CBA

A

++

°
    (5.1) 
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Cos b  =  (u.j)/(|u| |j|)  = 
222 CBA

B

++

°
 

Cos g  =  (u.k)/(|u| |k|) = 
222 CBA

C

++

°
 

 

dengan a, b dan g masing-masing merupakan sudut yang dibentuk antara 

vektor u terhadap sumbu OX, OY dan OZ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 5.1  Kosinus arah vektor satuan u. 

 

5.2 Persamaan Umum Bidang 

      Dalam sistem aksioma geometri Euclid disebutkan bahwa melalui tiga 

titik berbeda tidak pada satu garis, tepat dapat dibangun sebuah bidang. 

Berdasar pada aksioma ini, kita tentukan persamaan bidang berikut. Pandang 

tiga titik berbeda tidak segaris di ruang, yaitu titik P(x1,y1,z1), Q(x2,y2,z2) dan 

R(x3,y3,z3) sehingga vektor (Gambar 5.2) 

 

><=

>---<=

PQPQPQ zyx

zzyyxxPQ

,,

)(),(),( 121212

               (5.2) 
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                                     Gambar 5.2  Konstruksi bidang 

 

Karena ketiga titik P, Q dan R menentukan bidang t, berarti bidang a 

terbangun oleh dua vektor bebas (bukan kelipatan dari satu terhadap yang lain)  

PQ dan PR. Dengan demikian untuk sebarang titik S(x,y,z) di bidang t, maka 

berlaku vektor PS  sebagai bentuk kombinasi linier dari vektor PQ dan PR, 

yaitu 

 

 PS  =  l1
PQ + l2 PR 

 <x,y,z> - <x1,y1,z1>  =  l1 <xPQ ,yPQ ,zPQ>  +  l2 <xPR ,yPR,zPR> 

atau 

 x = x1 + l1 xPQ  +  l2 xPR       (5.3a) 

 y = y1 + l1 yPQ  +  l2 yPR          (5.3b) 

 z = z1 + l1 zPQ  +  l2 zPR     (5.3c) 
 

dengan l1 dan l2 merupakan skalar real. Bentuk (5.3a,b,c) ini disebut sebagai 

persamaan parametrik bidang dan dapat dinyakan sebagai 

 

 <x,y,z> = <x1,y1,z1> + l1 <xPQ ,yPQ ,zPQ> + l2 <xPR ,yPR,zPR>.   (5.3d)     

 

X 

Y 

Z 

i j  

k 

P 

Q 

R 

S(x,y,z) 

t 

O 
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Dari persamaan (5.3a,b) dapat ditentukan kedua harga l1 dan l2. Jika harga-

harga ini kemudian disubstitusikan ke (5.3c), maka diperoleh bentuk berikut 

 

 0)()()( 111 =-+-+- zz
yx

yx
yy

xz

xz
xx

zy

zy

PRPR

PQPQ

PRPR

PQPQ

PRPR

PQPQ

 

atau 

 A (x ï x1)   +  B (y ï y1)  +  C (z  -  z1)  =  0. 

 

Jadi persamaan umum bidang t adalah 

 

 t ¹  A x + B y + C z + D = 0               (5.4) 

 

dengan   
PRPR

PQPQ

zy

zy
A= ,            

PRPR

PQPQ

xz

xz
B= ,  

PRPR

PQPQ

yx

yx
C =  ,            D = -(A x1 + B y1 + C z1). 

 

Analog dengan persamaan garis pemotong sumbu-sumbu koordinat di R2, 

maka persamaan bidang yang memotong sumbu-sumbu koordinat di titik 

P(a,0,0), Q(0,b,0) dan R(0,0,c) dapat ditentukan melalui persamaan (5.4) 

sebagai berikut 

 (bc) x + (ca) y + (ab) z ï (abc) = 0 

atau 

 1=++
c

z

b

y

a

x
.             (5.5) 

 

      Misalkan persamaan bidang t ¹  A x + B y + C z + D = 0 dan vektor n = 

<A,B,C>. Tetapkan satu titik P(x1,y1,z1) di bidang t dan ambil sebarang titik 

lainnya Q(x2,y2,z2). Karena kedua titik ini terdapat di t, maka berlaku 

 

 A x1 + B y1 + C z1 + D = 0 

dan 
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 A x2 + B y2 + C z2 + D = 0. 

 

Jadi didapat 

 

A (x2 ï x1) + B (y2 ï y1) + C (z2 ï z1) + D = 0. 

 

Padahal sebarang vektor PQ di bidang a, berbentuk  

PQ = <(x2 ï x1),(y2 ï y1),(z2 ï z1)>.  

 

Oleh sebab itu persamaan A (x2 ï x1) + B (y2 ï y1) + C (z2 ï z1) + D = 0 adalah 

bentuk perkalian skalar dari 

 

 n .PQ = 0,        (5.6) 

 

yang berarti vektor n tegaklurus terhadap semua vektor di bidang t. Dengan 

demikian setiap vektor n yang berbentuk n = <A,B,C> selalu tegaklurus  

terhadap bidang t dari bentuk umum A x + B y + C z + D = 0. Vektor normal n 

ini selanjutnya disebut normal bidang t  dan dinotasikan dengan nt (Gambar 

5.3). 

                                                                               

                                                   

 

 

 

 

Gambar 5.3  Normal bidang 

      Pandang tiga titik berbeda tidak segaris di bidang t, yaitu titik 

P(x1,y1,z1), Q(x2,y2,z2) dan R(x3,y3,z3), maka veknor normal bidang t dapat 

ditentukan sebagai  
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 n  = 

PRPRPR

PQPQPQ

zyx

zyx

kji

PRPQ =Ø   

    = A i + B j  + C k  

    = <A,B,C>. 

 

Dengan demikian jika dipandang S(x,y,z) sebarang titik di bidang t, maka 

persamaan bidang t dapat dicari melalui kondisi  

 

 n . PS  = 0 

<A,B,C> . <(x ï x1),(y ï y1),(z ï z1)> = 0 

 atau 

 A (x ï x1)   +  B (y ï y1)  +  C (z  -  z1)  =  0.                 (5.7) 
 

Persamaan ini merupakan persamaan bidang yang dibangun melalui titik 

P(x1,y1,z1) dan normalnya  n = <A,B,C>. 

      Sehubungan dengan persamaan bidang t ¹  A x + B y + C z + D = 0 dan 

vektor normalnya n = <A,B,C>, dapat disimpulkan hal-hal berikut. 

a).  Jika A = 0 dan B = 0, maka vektor n sejajar terhadap sumbu Z. Bidang a 

sejajar dengan bidang XOY. Dalam hal khusus jika D = 0, t berimpit 

dengan XOY. 

b). Jika A = 0 dan C = 0, maka bidang t sejajar bidang XOZ dan berimpit 

bidang D = 0. 

c). Jika B = 0 dan C = 0, maka bidang t sejajar bidang YOZ dan berimpit 

bidang D = 0. 

d).  Jika A = 0 dan B,C  ̧0, maka vektor n tegaklurus pada sumbu X. Bidang t 

sejajar sumbu X dan berimpit bila D = 0. 

e). Jika A  ̧0, B = 0 dan C  ̧0, maka bidang sejajar sumbu Y dan berimpit jika 

D = 0. 

f). Jika A ̧  0, B  ̧0 dan C = 0, maka bidang sejajar sumbu Z dan berimpit jika 

D = 0. 

g). Jika D = 0, maka bidang melalui titik awal.  
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Contoh-contoh hitung persamaan umum bidang 

a). Carilah vektor normal bidang memuat titik P(0,1,1), Q(1,0,-1) dan R(1,-

1,0). 

 Penyelesaian: 

 Karena PQ  = <1,-1,-2> dan PR = <1,-2,-1> maka 

  n =  PQØPR  = 

121

211

--

--

kji

 = <-3,-1,-1>. 

b). Tentukan persamaan bidang terdefinisi oleh titik P(2,-1,1), Q(3,2,-1) dan 

R(-1,3,2). 

 Penyelesaian: 

 Vektor PQ = <1,3,-2> dan PR = <-3,4,1>. Tentukan sebarang titik 

S(x,y,z) pada bidang sehingga PS  = <(x-2),(y+1),(z-1)>, maka persamaan 

bidang diperoleh dari kondisi 

   ( PQØPR) . PS  = n . PS  = 0 

   atau 

   

143

231

-

-

kji

.<(x-2),(y+1),(z-1)> = 0. 

 Jadi persamaan bidang dimaksud adalah 11 x + 5 y + 13 z = 0. 

 

5.3 Persamaan Normal Bidang (Persamaan Hess) 

      Misalkan nt = <A,B,C> merupakan vektor normal dari bidang t  ¹  A x 

+ B y + C z + D = 0. Sedangkan pOP= adalah jarak dari O tehadap bidang t 

dengan t̂OP  dan vektor normal satuan nu dari bidang t adalah (Gambar 

5.4) 

nu = nt/| nt|  = Cos a  i + Cos b  j   +  Cos g  k 
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= 
222 CBA

A

++

°
  i  + 

222 CBA

B

++

°
  j   +

222 CBA

C

++

°
 k         (5.8) 

     

                                         

 

 

 

 

 

 

 

                                Gambar 5.4  Persamaan normal bidang 

Jika M(x,y,z) sebarang titik pada bidang t, maka persamaan normal bidang 

dapat didefinisikan melalui perkalian skalar terhadap nu menurut salah satu 

kondisi berikut: 

a). Harga nu . PM   =  0  

< Cos a , Cos b, Cos g >. <(x ï p Cos a), (y - p Cos b), (z ï p Cos g)> = 0. 

 

      Jadi           

Cos a (x ï p Cos a) + Cos b (y - p Cos b) + Cos g (z ï p Cos g) = 0 

x Cos a + y Cos b + z Cos g - p = 0. 

 

b).  Harga  |OP| =  p  =  OM . nu = OM . (
OP

OP
)  

 = <x,y,z> . 

<
222 CBA

A

++

°
,

222 CBA

B

++

°
,

222 CBA

C

++

°
>. 

 

X 

 

i 

 

n

t  

 

Y 

 

Z 

 

j  

 

k 

 b 
 

a 
 

n

u  

 
M(x,y

,z) 

 

g 
 

P 

 

t ¹ Ax + By + Cz + D 

= 0 

 

O 
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      Jadi  p = <x,y,z> . < Cos a , Cos b, Cos g >  

     = x Cos a + y Cos b + z Cos g. 
 

Kesimpulannya, persamaan normal bidang t adalah 

 

 x Cos a + y Cos b + z Cos g - p =  0      (5.9) 

 

 atau   

222 CBA

A

++

°
x  + 

222 CBA

B

++

°
y  + 

222 CBA

C

++

°
 z ï p = 0. 

 

Dari bidang t yang dinyatakan dalam bentuk umum 

 

 t  ¹ A x + B y + C z + D = 0 

 

dan dalam bentuk normal 

 x Cos a + y Cos b + z Cos g - p =  0 

maka dapat disimpulkan hubungan berikut: 

a). perbandingan dari koefisien-koefisien kedua persamaan tersebut adalah 

 

 
222

1

CBAD

p

C

Cos

B

Cos

A

Cos

++

°
=

-
===
gba

   (5.9a) 

b). dari (a), maka jarak O ke bidang t adalah 

   222 CBA

D
p

++
= .    (5.9b) 

 

Contoh-contoh hitung persamaan normal bidang 

a). Tentukan besar sudut yang dibentuk oleh kedua bidang t1 dan t2 berikut, 

kemudian evaluasi kemungkinan kedudukan dari yang satu terhadap yang 

lain 
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  t1 ¹  A1 x + B1 y + C1 z + D1 = 0 

  t2 ¹  A2 x + B2 y + C2 z + D2 = 0. 

 Penyelesaian: 

 Normal bidang t1 dan t2 masing-masing adalah n1=<A1,B1,C1> dan 

n2=<A2,B2,C2>. Oleh sebab itu sudut q antara bidang t1 dan t2 dapat 

ditentukan melalui 

 

  q = arc Cos (n1. n2 /|n1| |n2|). 

 

 Jika q = 0o atau  q = 180o, kedua bidang sejajar atau berimpit. Dalam hal ini 

t1//t2  jika komponen dari n1 dan n2  saling proporsional, yaitu 

 

  
2

1

2

1

2

1

2

1

D

D

C

C

B

B

A

A
¸== . 

 Di lain pihak, kedua bidang identik (berimpit), jika 
2

1

2

1

2

1

2

1

D

D

C

C

B

B

A

A
=== . 

Jika harga q = 90o, maka kedua bidang saling tegaklurus, yaitu jika n1. n2 = 

0. 

 

b). Nyatakan bidang bentuk umum 2 x + 4 y - 4 z + 8 = 0 kedalam persamaan 

normal. 

 

 Penyelesaian: 

 Hubungan koefisien bentuk umum dan normal bidang telah dinyatakan 

dalam persamaan (5.9a) dan 6222 =++ CBA , maka persamaan 

normalnya adalah 

    1/3 x + 2/3 y ï 2/3 z +
3

1
1  = 0. 

 

5.4 Persamaan Garis 

       Tetapkan dua titik berbeda di ruang P(x1,y1,z1) dan Q(x2,y2,z1), maka 

sebarang titik R(x,y,z) pada garis g yang didefinisikan oleh kedua titik tersebut 
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memenuhi relasi )( OPOQOPOR -+= l . Karena itu bentuk persamaan 

vektor garis g dapat dinyatakan dalam formula (Gambar 5.5) 

 

g ¹  r  = p + l (q ï p)            (5.10) 

atau 

 <x,y,z> = <x1, y1,z1> + l <(x2 ï x1), (y2 ï y1),(z2 ï z1)> 

 

dengan l suatu bilangan real. 

                                          

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 5.5  Penyajian garis di ruang 

 

Bentuk (5.10) ini selanjutnya dapat kita nyatakan menjadi 

 

 x = x1 + l (x2 ï x1)       (5.11) 

 y = y1 + l (y2 ï y1) 

 z = z1 + l (z2 ï z1) 

 

dan disebut sebagai persamaan parametrik garis g dengan -¤ < l < + ¤ suatu 

variabel parameter  x, y dan z, yaitu fungsi-fungsi skalar untuk vektor basis  i , 

j  dan k. 

      Jika dalam persamaan (5.11) harga l disubstitusikan dari satu kepada 

yang lain, maka kita dapatkan model lain persamaan garis g berikut 

 

X 

Y 

Z 

O 
i j  

k p 

q r  

g 

P(x1,y1,z

1) 

Q(x2,y2,z

2) 

R(x,y,

z) 
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12

1

12

1

12

1

zz

zz

yy

yy

xx

xx

-

-
=

-

-
=

-

-
 ¹ l     (5.12a) 

atau 

c

zz

b

yy

a

xx 111 -
=

-
=

-
      (5.12b) 

dengan penyebut-penyebut tidak sama dengan nol. Adapun vektor ng dalam 

bentuk 

 

ng =  <(x2 ï x1), (y2 ï y1),(z2 ï z1)> = <a,b,c> 

 

disebut vektor arah atau koefisien arah garis g. Dengan demikian jika 

 

  Cos a  =  a/(| ng |,         Cos b  =  b/(| ng |,         Cos g  =  c/(| ng |,          

maka persamaan garis g dapat juga dinyakan sebagai bentuk 

 

  
gba Cos

zz

Cos

yy

Cos

xx 111 -
=

-
=

-
.      (5.13) 

 

Bentuk (5.12) dan (5.13) disebut persamaan garis  melalui titik (x1,y1,z1), 

dengan vektor arah garis  ng = <a,b,c> atau ng = <Cos a, Cos b, Cos g>. 

      Berikut beberapa sifat garis lurus g dengan vektor arahnya ng = 

<a,b,c>: 

a). bila a = 0 dan b,c  ̧0, maka vektor ng = <0,b,c> sejajar dengan bidang YOZ. 

Dengan demikian garis g juga sejajar atau berimpit dengan bidang YOZ. 

b). bila b = 0 dan a,c  ̧0,  maka garis g sejajar atau berimpit dengan bidang 

XOZ. 

c). bila c = 0 dan a,b  ̧0,  maka garis g sejajar atau berimpit dengan bidang 

XOY. 

d). bila a,b = 0,  maka garis g sejajar atau berimpit dengan sumbu Z, bila a,c = 

0,  maka garis g sejajar atau berimpit dengan sumbu Y dan bila b,c = 0,  

maka garis g sejajar atau berimpit dengan sumbu X. 
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      Suatu garis g dapat dipandang sebagai perpotongan dua bidang  

 

  t1 ¹  A1 x + B1 y + C1 z + D1 = 0 

  t2 ¹  A2 x + B2 y + C2 z + D2 = 0. 

 

Misalkan ditetapkan satu titik P(x1,y1,z1) pada garis dan S(x,y,z) sebarang titik 

di garis. Maka persamaan garis dimaksud adalah 

 c

zz

b

yy

a

xx 111 -
=

-
=

-
 

dengan vektor arah garis ng = <a,b,c> = nt1 Ø nt2  , yaitu 

 ng = 

222

111

CBA

CBA

kji

  

                =  
22

11

CB

CB
  i  - 

22

11

CA

CA
  j  +   

22

11

BA

BA
  k.     (5.14) 

 

5.5 Relasi dan Interseksi Diantara Titik, Garis, dan Bidang 

      Misalkan sebarang garis dan bidang masing-masing dinyatakan oleh 

persamaan dalam bentuk 

  g ¹ 
c

zz

b

yy

a

xx 111 -
=

-
=

-
  

  t ¹  A x + B y + C z + D = 0. 

Jika vektor arah garis ng dinyatakan oleh ng = <a,b,c> dan vektor normal 

bidang t adalah nt = <A,B,C>, maka garis dan bidang adalah sejajar, jika kedua 

vektor ng dan nt saling tegaklurus, yaitu 

  ng . nt  = a A + b B + c B = 0.      (5.15) 

Garis g akan terletak pada bidang t, bila dipenuhi kondisi 

  ng . nt  = a A + b B + c B = 0      (5.16) 

  dan 

  A x1 + B y1 + C z1 + D = 0. 
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Adapun garis g akan tegaklurus bidang t, bila dipenuhi kondisi 

 

   
c

C

b

B

a

A
== .       (5.17) 

Dengan demikian jika garis g dinyatakan oleh perpotongan dua bidang 

 

   t1 ¹  A1 x + B1 y + C1 z + D1 = 0 

   t2 ¹  A2 x + B2 y + C2 z + D2 = 0 

 

dan vektor arahnya ng = <a,b,c> sebagai 

 

  a = 
22

11

CB

CB
  b = -

22

11

CA

CA
  c = 

22

11

BA

BA
, 

 

maka garis g akan tegaklurus atau sejajar garis lain h dengan vektor arah  nh = 

<a1,b1,c1>, bila masing-masing bentuk (5.15) atau (5.17) dipenuhi. 

      Andaikan diketahui dua garis dalam bentuk umum 

 

  g1 ¹
1

1

1

1

1

1

c

zz

b

yy

a

xx -
=

-
=

-
     (5.18) 

  dan 

  g2 ¹
2

2

2

2

2

2

c

zz

b

yy

a

xx -
=

-
=

-
. 

 

Kedua garis g1 dan g2 adalah sejajar jika  

 

   
2

1

2

1

2

1

c

c

b

b

a

a
==       (5.19) 

dan keduanya adalah berimpit, jika selain kondisi (5.19) dipenuhi, maka 

seharusnya dipenuhi juga sebarang titik di garis g1 akan terletak di g2 atau 

sebaliknya, yaitu 
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2

21

2

21

2

21

c

zz

b

yy

a

xx -
=

-
=

-
. 

 

Di lain pihak, kedua garis akan berpotongan, jika kondisi (5.19) tidak dipenuhi 

tetapi harga determinan dari empat titik berbeda, masing-masing dua titik pada 

garis yang berbeda, adalah nol. Adapun kedua garis adalah bersilangan, jika 

selain tidak dipenuhinya kondisi (5.19), juga tidak dipenuhi harga determinan 

dari keempat titik tersebut nol. Dengan kata lain, kedua garis terjadi: 

a). kesejajaran, jika <a1,b1,c1> = l<a2,b2,c2> dengan l bilangan real, titik 

(x1,y1,z1) dan (x2,y2,z2) terletak di dua garis berbeda. 

b). berimpit, jika <a1,b1,c1> = l<a2,b2,c2> sedangkan (x1,y1,z1) dan (x2,y2,z2) 

keduanya terletak di g1 atau g2. 

c). perpotongan, jika <a1,b1,c1> ̧  l<a2,b2,c2>, tetapi g1 dan g2 sebidang. 

d). bersilangan, jika <a1,b1,c1>  ̧l<a2,b2,c2> dengan g1 dan g2 tidak sebidang. 

 

      Misalkan dua bidang berikut 

 

  t1 ¹  A1 x + B1 y + C1 z + D1 = 0 

  t2 ¹  A2 x + B2 y + C2 z + D2 = 0 

 

berpotongan dalam bentuk 

 

  l1 (A1 x + B1 y + C1 z + D1) +  l2 (A2 x + B2 y + C2 z + D2) = 0 

 atau 

  l1 t1   + l2 t2  = 0     (5.20) 

 

dengan l1 dan l2 konstanta real. Bentuk (5.20) ini adalah linier (berupa 

persamaan bidang) disebut sebagai berkas bidang, yaitu himpunan bidang-

bidang yang melalui garis potong bidang t1 dan t2. Jika kedua bidang ini 

sejajar, maka persamaan berkas bidang menjadi 

 

  A1 x + B1 y + C1 z =  l       (5.21) 
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dengan l suatu parameter. 

      Andaikan tiga bidang berikut 

 

  t1 ¹  A1 x + B1 y + C1 z + D1 = 0 

  t2 ¹  A2 x + B2 y + C2 z + D2 = 0 

t3 ¹  A3 x + B3 y + C3 z + D3 = 0 
 

berpotongan tidak membentuk berkas bidang, dalam bentuk 

 

  l1 t1 + l2 t2  + l3 t3   = 0      (5.22) 

 

dengan l1 , l2  dan l3 konstanta real, maka persamaan (5.22) ini merupakan 

himpunan bidang-bidang yang melalui satu titik potong ketiga bidang t1 ,t2 dan 

t3. 
Misalkan dua titik di ruang P(x1,y1,z1) dan Q(x2,y2,z1). Jarak antara titik 

P dan Q, dinotasikan PQ , dapat ditentukan dengan teorema Phytagoras 

sebagai 

 

  2

12

2

12

2

12 )()()( zzyyxxPQ -+-+-=    (5.23) 

 

Andaikan titik P(xo,yo,zo) dan bidang t ¹  Ax + By + Cz + D = 0, maka jarak d 

dari titik P ke suatu bidang t, dapat ditentukan melalui prosedur berikut 

(Gambar 5.6): 

a). Tulis bidang t ¹ Ax + By + Cz + D = 0 dalam bentuk normal Hess dengan 

normal satuan   

  nu = <
222 CBA

A

++

°
,

222 CBA

B

++

°
,

222 CBA

C

++

°
> 

 sehingga 

 x Cos a + y Cos b + z Cos g = p          

  

       atau   



 Beberapa bentuk system koordinat 

 

8

0 

222 CBA

A

++

°
x  + 

222 CBA

B

++

°
y  + 

222 CBA

C

++

°
 z ï p = 0. 

 

 

 

 

                                                                     

                                                                    

                                                                     

                                                                .     

                                             

                                                  

                                                                    

Gambar 5.6  Jarak titik terhadap bidang 

 

b). Melalui titik P(xo,yo,zo) dapat dibangun bidang t1//t dalam bentuk: 

 

 xo Cos a + yo Cos b + zo Cos g =  p ° d 

 

Oleh sebab itu jarak dari titik P ke bidang t adalah jarak antara t1 dan t, 
yaitu 

 

 ° d = xo Cos a + yo Cos b + zo Cos g  ï p 

   

Jadi didapat 

 d = 
222

000

CBA

DzCyBxA

++

+++
         (5.24) 

  

Andaikan titik P(xo,yo,zo) dan garis   

g ¹ 
c

zz

b

yy

a

xx 111 -
=

-
=

-
 = l,                             (5.25) 

maka jarak d dari titik P ke garis g, dapat ditentukan melalui prosedur (Gambar 

5.7): 

X 

 

i 

 

Y 

 

Z 

 

j  

 

k 

 
O 

 

n

t 
 

t 
 

t

1 
 

n

t 
 

n

u 

 p 

 

° 
d 
 

P(xo,yo

,zo) 
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a). Bangunlah bidang t melalui P dan tegaklurus terhadap g. Jadi jika Q(x,y,z) 

sebarang titik di bidang t, maka persamaan bidang yang dimaksud adalah 

 

  PQ . <a,b,c> = 0 

  t ¹ < (x ï xo),(y ï yo),(z ï zo)> . <a,b,c>  =  0 

  atau 

  t ¹ ax + by + cz - (axo + byo + czo) = 0.                 (5.26) 

 

b). Tentukan titik potong T antara bidang t dan garis g dengan cara substitusi 

persamaan (5.25) ke (5.26) untuk menentukan nilai l, kemudian mencari 

koordinat T. 

c). Jarak d dari P ke garis g adalah panjang PT. 

 

 

 

                                                                                 

                                                         

                                                                           

                                                               

 

 

 

Gambar 5.7  Jarak titik ke garis. 

      

Misalkan diberikan dua persamaan garis di ruang: 

 

g1 ¹ c

zz

b

yy

a

xx )()()( 111 -
=

-
=

-
           

  g2 ¹ f

zz

e

yy

d

xx )()()( 222 -
=

-
=

-
 

dengan vektor-vektor <a,b,c> dan <d,e,f> merupakan vektor arah masing-

masing garis. Jika kedua garis terjadi besilangan, maka jarak antara keduanya d 

dapat ditentukan melalui prosedur berikut (Gambar 5.8).  

 

t P(xo,yo,zo) 

Q T d 

g 



 Beberapa bentuk system koordinat 

 

8

2 

 

                                                                              

                                               

                                                             

                                                                                       

                                                                                

 

 

 

 

Gambar 5.8 : Jarak dua garis bersilangan. 

 

a). Melalui titik Q(x1,y1,z1) di g2 tarik garis g1ô//g1. Dengan demikian dari g2 

dan g1ô dapat dibangun bidang t//g1. Bila R(x,y,z) sebarang titik di t, maka 

persamaan bidang t dapat ditentukan oleh hubungan : 

 

  t ¹ QR.[<a,b,c> Ø <d,e,f> ] = 0 

  atau 

  t ¹ < (x ï x1),(y ï y1),(z ï z1)>. [<a,b,c> Ø <d,e,f>] =  0         (5.27) 
 

b). Tentukan titik P(xo,yo,zo) di g1. 

c). Hitung jarak P ke bidang t, yang merupakan jarak  antara garis g1 terhadap 

garis g2. 

 

 

Contoh-contoh hitung Relasi dan Interseksi diantara Titik, Garis dan 

Bidang 

a). Nyatakan secara singkat persamaan bidang yang melalui titik P(x1,y1,z1), 

Q(x2,y2,z2) dan R(x3,y3,z3) dalam bentuk determinan. 

 Penyelesaian: 

 Misalkan S(x,y,z) sebarang titik di bidang, maka vektor-vektor PS , PQ 

dan  PR sebidang sehingga tripel skalarnya nol. Dengan demikian 

persamaan bidang dinyatakan oleh 

P(xo,yo,zo) 

t 

Q 

d 

g1 

g2 

g1
ô 
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131313

121212

111

zzyyxx

zzyyxx

zzyyxx

---

---

---

 = 0. 

 

b). Tentukan persamaan bidang melalui titik P(xo,yo,zo) sejajar bidang t  ¹  Ax  

+ By + Cz + D = 0. 

 Penyelesaian: 

 Karena bidang dimaksud sejajar dengan bidang t, maka normalnya juga 

sejajar dengan normal bidang t, yaitu nt = <A,B,C>. Jadi persamaan bidang 

tersebut adalah 

 

  <(x ï xo),(y ï yo),(z ï zo)> . nt  = 0 

  atau 

  A (x ï xo) + B (y ï yo) + C (z ï zo) = 0. 
 

c). Tentukan persamaan garis g melalui titik P(xo,yo,zo) tegaklurus pada bidang  

t ¹  Ax + By + Cz + D = 0. 

 Penyelesaian: 

 Garis g tegaklurus terhadap t, berarti g sejajar normal t, yaitu g // nt = 

<A,B,C>. jadi persamaan garis dimaksud adalah 

 

  C

zz

B

yy

A

xx
g 000 -

=
-

=
-

¹ . 

 

d). Garis g1 ditentukan oleh dua titik A(1,2,3) dan B(7,7,1). Sedangkan garis g2 

pada bidang XOY dengan persamaan y = 6x. Hitunglah jarak g1 terhadap g2, 

kemudian tentukan titik potong antara g1 dengan bidang yang dibentuk oleh 

g2 dan sumbu Z. 

 Penyelesaian: 
 Dengan menggunakan persamaan (5.12a), persamaan garis g1 didapat: 
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2

3

5

2

6

1
1

-

-
=

-
=

-
¹

zyx
g  = l          (5.28) 

 dengan koefisien arahnya n1 = <6,5,-2>. Andaikan garis g1ô adalah garis 

melalui titik awal O(0,0,0) di g2 dan g1ô// g1, maka g1ô berbentuk 

 

  
2

0

5

0

6

0
'1

-

-
=

-
=

-
¹

zyx
g . 

 

 Sedangkan koefisien arah garis g2 diketahui n2 = <1,6,0>. Bidang t//g1 

yang dibentuk oleh garis g1ô dan g2 melalui O adalah 

 

  t  ¹ <(x ï 0),(y ï 0),(z ï 0)> . [n1 Ø n2] = 12x ï 2y + 31z = 0. 

 

 Jadi jarak g1 terhadap g2 adalah  jarak sebarang titik (7,7,1) di g1 terhadap 

t, yaitu diberikan oleh persamaan (5.24) berharga  

 

d = 222 )31(2)12(

1.317.27.12

++

+-
= 

1109

101
º 3,03. 

 

Adapun titik potong antara garis g1 dengan bidang t1 yang dibentuk oleh 

sumbu Z dan garis g2, yaitu 

 

 t1  ¹ <(x ï 0),(y ï 0),(z ï 0)> . [ <0,0,1>Ø n2] =  -6 x + y = 0 

 

terjadi pada harga l dalam persamaan (5.28) berharga 

 

 - 6 (6l + 1) + (5l + 2 ) = 0 atau  l = - (4/31). 

 

Jadi titik perpotongannya berkoordinat 

 

 x = (6l) + 1 =  0,23  

y = (5l) + 2 = 1,35  

z = (-2l) + 3 = 3,26. 
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e). Tentukan persamaan garis yang ditentukan oleh garis potong bidang 

 

  t1 ¹  3x + 7y + 8z + 3 = 0     (5.29) 

  t2 ¹  2x + 3y + 7z -10 = 0. 

 

 Penyelesaian: 

 Vektor arah garis g hasil perpotongan antara t1 dan t2 adalah (Gambar 5.9) 

 

  ng = <3,7,8> Ø <2,3,7>  

                  = <25,-5,-5> 
 

Tetapkan titik P pada garis g dengan mengambil harga z di z = 0, maka dari 

(5.29) diperoleh harga x dan y dari persamaan-persamaan berikut 

 

  3x + 7y + 3 = 0         

 2x + 3y -10 = 0. 
 

 Karena itu harga x = 15,8 , sedangkan y = -7,2. Jadi koordinat titik P 

didapat 

  x = 15,8 

  y = -7,2 

  z = 0. 

                                                     

 

 

 

                                                                                    

                                                                          

                                                      

                                                     

 

 

 

Gambar 2.9 : Garis persekutuan dua bidang 

  

t2 ¹  2x + 3y + 7z -10 = 0 

t1 ¹  3x + 7 y + 8z + 3 = 0 P 

g 
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Dengan demikian persamaan garis melalui titik P dan vektor arahnya ng 

adalah 

  
55

2,7

25

8,15

-
=

-

+
=

- zyx
. 

 

c). Tunjukkan bahwa ketiga bidang berikut membentuk jaringan bidang 

  t1 ¹  2x + 2y + 3z + 5 = 0 

  t2 ¹  x + 2y + z + 1 = 0 

  t3 ¹  4x + y + z + 2 = 0. 

  

Penyelesaian: 

 Normal dari masing-masing bidang tersebut adalah 

  n1  = <2,2,3> 

  n2  = <1,2,1> 

  n3  = <4,1,1>. 

 Ketiga bidang membentuk jaringan bidang bila ketiganya berpotongan pada 

satu titik, yaitu apabila ketiga vektor tersebut tidak ada yang berkelipatan 

satu sama lain (independen). Dengan demikian harus ditunjukkan 

determinan dari ketiga vektor tersebut tidak sama nol berikut 

   014

114

121

322

¸-=  . 

 Kesimpulannya, ketiga bidang membentuk jaringan bidang.  
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BAB 6 

BENDA KUADRATIS RUANG  

 
  

Dalam rancang bangun benda, permukaan komponen benda yang 

dikonstruksi dapat berisfat datar, lengkung sederhana, atau bahkan kompleks. 

Selain itu, pendekatan konstruksi bentuk komponen benda tersebut dapat 

diambil (menggunakan) bagian potongan bidang, bola, ellipsoida, atau 

mungkin benda-benda standar lainnya. Sehubungan dengan keperluan operasi 

pemodelan komponen benda tersebut, dalam bab ini kita pelajari tentang 

formulasi implisit dari benda-benda kuadratis ruang. 

 

6.1 BOLA 

Definisi 6.1 : Permukaan bola adalah himpunan titik-titik di ruang yang 

jaraknya terhadap titik tertentu (pusat bola) adalah konstan. 

 

 Dari definisi tersebut, jika P(x,y,z) sebarang titik pada bola yang 

berpusat di O(0,0,0), maka bentuk persamaan bola adalah (Gambar 6.1a) 

rOP =  

rzyx =++ 222

  
atau   

 x2  +  y2  +  z2   = r2       (6.1) 

 

dengan r disebut jari-jari bola berharga real (konstan). Sedangkan jika pusatnya 

di P(a,b,c), maka persamaan bola yang diperoleh berbentuk (Gambar 6.1b) 

rPQ =  

(x ï a)2 + (y ï b)2 + (z ï c)2 = r2    (6.2) 

 atau  x2 + y2 + z2 ï 2ax ï 2by ï 2cz + (a2 + b2 + c2 ï r2)  = 0. 
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      (a)        (b) 

Gambar 6.1  Bola. 

 

Dengan demikian bentuk umum persamaan bola dinyatakan oleh 

 

 x2 + y2 + z2  + Ax + By + Cz + D = 0      (6.3) 

dengan   

A = ï 2a        (6.3a) 

 B = ï 2b        (6.3b) 

 C = ï 2c           (6.3c) 

 D = a2 + b2 + c2 ï r2.        (6.3d) 
 

      Untuk sebaliknya, jika diketahui persamaan lingkaran dalam bentuk 

umum 

 

 x2 + y2 + z2 + Ax + By + Cz + D = 0, 

maka  

 (x2 + Ax + ¼ A2) +  

         (y2 + By + ¼ B2) +  

                       (z2 + Cz + ¼C2) = (¼ A2 + ¼ B2 + ¼ C2 - D) 

 atau 

 (x + ½ A)2 + (y + ½ B)2  + (z + ½ C)2  =  (¼ A2 + ¼ B2 + ¼ C2 - D). 
 

Jadi pusat lingkaran tersebut adalah (-½ A, - ½ B, - ½ C) dengan jari-jari 

   

 r2 = (¼ A2 + ¼ B2 + ¼ C2 - D) 

X 

Z 

Y 

P 

O 

r 

X 

Y 

Z 

O 

r 

Q 

P(a,b,c) 
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atau 

 DCBAr -++= 222

4

1

4

1

4

1
.       (6.4) 

 

Bentuk-bentuk ini adalah identik dengan kesamaan (6.3a,b,c,d) untuk lingkaran 

berpusat di P(a,b,c) dan jari-jari r. 

  

Dari persamaan (6.4) tersebut, terdapat beberapa hal berikut mengenai 

lingkaran yang terbentuk: 

a). jika (¼ A2 + ¼ B2 + ¼ C2 ï D) > 0, maka didapat bola nyata; 

b). jika (¼ A2 + ¼ B2 + ¼ C2 ï D) = 0, didapatkan sebuah titik; 

c). jika (¼ A2 + ¼ B2 + ¼ C2 ï D) < 0, didapat bola imajiner. 
 

 Pandang suatu titik T(x1,y1,z1) di bola x2 + y2 + z2 + Ax + By + Cz + D = 

0. Karena titik pada bola, maka memenuhi persamaan bola, yaitu 

 

 x1
2 + y1

2 + z1
2  + Ax1 + By1 + Cz1 + D = 0. 

 

Sedangkan bola tersebut memiliki pusat di P(-½ A, - ½ B, - ½ C). Oleh sebab 

itu garis g yang melalui pusat bola P dan titik T, memiliki vektor arah 

(koefisien arah) garis 

 ng  = < (x1+ ½ A), (y1 + ½ B), (z1+ ½ C)>. 

 

Bidang singgung di titik T adalah tegaklurus terhadap jari-jari bola, maka 

persamaannya berbentuk 

  <(x ï x1), (y ï y1), (z ï z1)>. ng = 0     (6.5) 

 atau 

 x1x + y1y + z1z + ½ A(x + x1) + ½ B(y + y1) + ½ C (z + z1) + D = 0 

dengan diketahui x1
2 + y1

2 + z1
2 + Ax1 + By1 + Cz1+ D = 0. 

     

Bilamana harga A = B = C = 0, yaitu bola berpusat di O(0,0,0), maka 

persamaan bidang singgung bola adalah 
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 x1x + y1y + z1z + D = 0      (6.6) 

 atau 

 x1x + y1y + z1z = r2. 

 

                                                         

                                                                     

                                                                            

                                                                                       

                                                                            

                                                                                            

                                       

 

 

 

 

Gambar 6.2  Bidang singgung bola di titik T. 

      

 Misalkan titik K(xo,yo,zo) diluar bola, maka dapat dibangun bidang 

singgung bola melalui titik K ini sebanyak tidak terhingga bidang singgung. 

Jika bidang singgungnya di titik T(x1,y1,z1), maka persamaan bidang singgung 

ini adalah 

 

 x1x + y1y + z1z + ½ A(x + x1) + ½ B(y + y1) + ½ C(z + z1) + D = 0  (6.7a) 

 

Karena bidang ini harus melalui K(xo,yo,zo), maka persamaan ini memenuhi 

 

 x1xo+y1yo+z1zo+½A(xo + x1) + ½ B(yo + y1) + ½ C(zo + z1) + D = 0  (6.7b) 

 

Singkatnya, jika titik S(x,y,z) adalah titik di bidang singgung, maka persamaan 

bidang singgung yang melalui titik S,  K dan P dinyatakan oleh hubungan 

(Gambar 6.2) 

 0.0. == PTTKdanPTTS  

atau 

 <(x-x1),(y-y1),(z-z1)> . <(x1+½A),(y1+½B),(z1+½C)> = 0 

 <(xo-x1),(yo-y1),(zo-z1)> . <(x1+½A),(y1+½B),(z1+½C)> = 0. 

Y 

 

X 

 

Z 

 

O 

 
K 

 
T 

 

P 

 r 

 

S(x,y,z) 
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Dari bentuk (6.7b) dapat disimpulkan bahwa titik singgung di T(x1,y1,z1) harus 

memehuhi bentuk  

 

 xox  + yoy  + zoz  + ½ A(x + xo) + ½B(y + yo) + ½C(z +zo) + D = 0      (6.8) 

 

 Oleh sebab itu, persamaan (6.8) ini merupakan persamaan bidang-

bidang singgung yang menyelubungi bola membentuk kerucut singgung bola 

berpuncak di K. Adapun titik-titik singgung yang diperoleh, membentuk 

lingkaran singgung kerucut. Bidang ini disebut dengan bidang kutub dari titik 

K. 

  

Tulislah dua bola B1 dan B2 berbentuk umum 

 

 B1 ¹ x
2 + y2 + z2  + A1x + B1y + C1z + D1 = 0 

 B2 ¹ x
2 + y2 + z2  + A2x + B2y + C2z + D2 = 0 

sebagai  

B1 + l B2  =  0  
 

dengan l suatu bilangan real. Untuk setiap nilai l yang diberikan, maka juga 

diperoleh suatu persamaan bola yang melalui lingkaran potong kedua bola 

tersebut (hal khusus jika l = - 1, bola yang diperoleh dianggap berjari-jari tidak 

terhingga).  Persamaan linier dari kedua bola ini, selanjutnya disebut sebagai 

berkas bola. 

 

Andaikan tiga bola B1, B2 dan B3 (yang tidak membentuk berkas) berikut 

 

 B1 ¹ x
2 + y2 + z2  + A1x + B1y + C1z + D1 = 0 

 B2 ¹ x
2 + y2 + z2  + A2x + B2y + C2z + D2 = 0 

 B3 ¹ x
2 + y2 + z2  + A3x + B3y + C3z + D3 = 0 

 

dinyatakan dalam bentuk  

 

B1 + l1B2 + l2B3  =  0  
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dengan l1 dan l2 suatu bilangan real, maka kita dapatkan persamaan linier dari 

ketiga bola. Bentuk ini kita sebut sebagai jaringan bola. 

 

Contoh-contoh hitung bola 

a). Tentukan pusat dan jari-jari bola dari bentuk umum 

  x2 + y2 + z2  + 4x ï 6y + 2z ï 2 = 0. 

Penyelesaian: 

Dari persamaan (6.4), didapatkan pusat bola P(x,y,z) dengan 

 

 x = - ½ . 4   = -2 

 y = - ½ . -6 =  3 

 z = - ½ . 2   = -1 

 

dan jari-jarinya r sebagai 

 

 24.
4

1
36.

4

1
16.

4

1
+++=r   = 4. 

 

b). Dalam persamaan umum (6.3) terdapat empat parameter A, B, C dan D. 

Oleh sebab itu secara umum, bola didefinisikan oleh empat titik. Tentukan 

rumus untuk bola melalui titik yang tidak sebidang P(x1,y1,z1), Q(x2,y2,z2), 

R(x3,y3,z3) dan S(x4,y4,z4). 

 Penyelesaian: 

 Keempat titik tersebut memenuhi persamaan bola (6.3), oleh sebab itu 

persamaan bola dapat ditentukan melalui determinan 

 

  0

1

1

1

1

1

444

2

4

2

4

2

4

333

2

3

2

3

2

3

222

2

2

2

2

2

2

111

2

1

2

1

2

1

222

=

++

++

++

++

++

zyxzyx

zyxzyx

zyxzyx

zyxzyx

zyxzyx
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c). Evaluasi perpotongan dari dua bola 

 

  B1 ¹ x
2 + y2 + z2  + A1x + B1y + C1z + D1 = 0 

  B2 ¹ x
2 + y2 + z2  + A2x + B2y + C2z + D2 = 0. 

 

Penyelesaian: 

Dengan pengurangan suku per suku kita dapatkan persamaan bidang 

  (A2 ï A1)x + (B2 ï B1)y + (C2 ï C1)z + (D2 ï D1) = 0 

Bidang tersebut tegaklurus terhadap garis hubung pusat bola P1(-½A1,- 

½B1,- ½C1) dan P2(-½A2, - ½B2, - ½C2) serta memuat lingkaran potong 

kedua bola. 

 

d). Evaluasi relasi yang terjadi antara bola  x2 + y2 + z2 + 6x ï 4y + 2z ï 3 = 0 

dan bidang 2x + 3y + x = 0, kemudian tentukan bidang singgung bola di 

T(1,2,0). 

Penyelesaian: 

Dari solusi soal (a) diketahui bahwa bola tersebut pusatnya P(-3,2,-1) dan 

jari-jarinya r = 4. Jarak titik P ke bidang adalah 

 

 d = 
14

1

132

)1.1()2.3()3.2(

222
=

++

-++-
< r. 

 

Jadi bola dan bidang saling berpotongan membentuk  suatu  lingkaran 

dengan jari-jari r1 = 
22 dr - º 3,99. Oleh sebab itu persamaan lingkaran 

di ruang dapat dinyatakan sebagai interseksi antara suatu bidang dan bola. 

Adapun bidang singgung di T(1,2,0), dapat dicari melalui persamaan (6.5) 

dan diperoleh bentuk    3x ï y + z ï 6 = 0. 

 

6.2 Elipsoida  

 Misalkan pada bidang XOY dan YOZ masing-masing ditentukan elips 

dengan persamaan (Gambar 6.3) 
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4 

 1
2

2

2

2

=+
b

y

a

x
          (6.9) 

 dan 

 1
2

2

2

2

=+
c

z

b

y
.         (6.10) 

 

Kedua elips puncaknya berimpit di sumbu OY. 

 

                                                                         

 

 

 

 

                                                                                                     

                                                      

                                                                

                                                      

 

 

 

 

Gambar 6.3: Puncak dua elips berimpit di sumbu OY. 

 

Pandanglah ketentuan-ketentuan berikut: 

a) Elips di bidang XOY digerakkan secara sejajar sepanjang sumbu OZ dan 

pusat elips hasil pergerakan dipertahankan tetap di sumbu OZ. 

b) Semua elips hasil pergerakan selain tegaklurus terhadap sumbu OZ,  satu 

terhadap yang lain saling sebangun. 

c) Puncak elips hasil pergerakan selalu terletak di bidang YOZ. 

   

Misalkan elips persamaan (6.9) di bidang XOY atau z = 0, digerakkan 

ke bidang z = t. Menurut ketentuan tersebut, maka sumbu-sumbu elips baru 

akan sejajar sumbu-sumbu lama dan pada bidang YOZ, titik (0, yt, t) akan 

terletak di elips (6.10) sehingga berlaku 

X 

 

Y 

 

Z 

 

O 

 

Elips-elips sebangun dan 

saling sejajar 

 



 Bagian I 

 

95 

  1
2

2

2

2

=+
cb

y tt  

  yt2  = b2(1 ï 
2

2

c

t
) 

atau 

yt  = 22 t-c
c

b
. 

 

  Karena elips di bidang z = t harus sebangun dengan di bidang XOY 

yang setengah sumbu-sumbunya adalah a dan b, maka perbandingan setengah 

sumbu-sumbu elips di bidang z = t juga harus sama, yaitu a:b. Oleh sebab itu 

setengah sumbu-sumbu yang lain di bidang z = t ini adalah 

 

  xt  = 22 t-c
c

a
. 

 

Jadi di persamaan elips di bidang z = t adalah 

 

  1
)()(

2

222

2

2

222

2

=
-

+
-

c

cb

y

c

ca

x

tt
.        (6.11) 

 

Jika parameter t dari persamaan z = t disubstitusikan ke persamaan (6.11), 

maka didapat persamaan permukaan 

 

  
2

22

2

2

2

2

c

zc

b

y

a

x -
=+   

  atau 

  1
2

2

2

2

2

2

=++
c

z

b

y

a

x
. 

 

 Persamaan ini adalah suatu elipsoida dan dalam hal khusus jika a = b, 

maka elipsoida yang didapat berupa elipsoida putar. 
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      Seperti pembahasan bidang singgung pada bola, persamaan bidang 

singgung paraboloida di suatu titik dapat diuraikan sebagai berikut. Padang 

suatu titik T(x1,y1,z1) di paraboloida 

 

 1
2

2

2

2

2

2

=++
c

z

b

y

a

x
.       (6.12) 

 

Karena titik pada paraboloida, maka titik memenuhi persamaan paraboloida, 

yaitu 

 1
2

2

1

2

2

1

2

2

1 =++
c

z

b

y

a

x
.   

     

Sedangkan persamaan garis melalui titik tersebut dapat dinyatakan dengan 

   

 l=
-

=
-

=
-

r

zz

q

yy

p

xx
111  

 atau 

 x ï x1 = pl ;   y ï y1 = ql ;   z ï z1 = rl.    (6.13) 

 

Jika garis ini memotong elipsoida, maka persamaan titik potongnya dapat 

diperoleh dari hubungan persamaan (6.13) dan (6.12), yaitu 

   

 1
)()()(

2

2

1

2

2

1

2

2

1 =
-

+
-

+
-

c

rz

b

qy

a

px lll
 

atau 

 0)()
222

( 2

2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1 =+++++ ll
c

r

b

q

a

p

c

rz

b

qy

a

px
.   (6.14) 

 

Garis tersebut menyinggung elipsoida jika diskriminan persamaan (6.14) 

adalah nol, yaitu jika harga 

   

 )
222

(
2

1

2

1

2

1

c

rz

b

qy

a

px
++ = 0      (6.15) 
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sehingga didapatkan akar kembar dari persamaan kudrat tersebut adalah l = 0. 

Garis singgung ini terletak pada bidang singgung elipsoida di titik T(x1,y1,z1). 

Oleh sebab itu himpunan garis-garis  singgung di titik T diperoleh dengan 

substitusi (6.13) ke (5.15), yaitu 

 

  1
2

1

2

1

2

1 =++
c

zz

b

yy

a

xx
     (6.16) 

 

yang merupakan bentuk persamaan bidang singgung di T(x1,y1,z1). 

 

6.3 Hiperboloida 

6.3.1 Hiperboloida Daun Satu 

 Misalkan pada bidang XOY dan YOZ masing-masing ditentukan elips 

dan hiperbola dengan persamaan (Gambar 6.4) 

 

 1
2

2

2

2

=+
b

y

a

x
       (6.17) 

 dan 

 . 1
2

2

2

2

=-
c

z

b

y
       (6.18) 

                                                              

    

 

 

      

 

 

 

 

 

                                                                                                           

                                                      

 

Gambar 6.4  Dua puncak elips menyinggung hiperbola. 

 

X 

 

Y 

 

Z 

 

O 
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 Dengan memperhatikan ketentuan-ketentuan seperti yang dilakukan 

pada konstruksi permukaan elipsoida, gerakkan elips secara sejajar sepanjang 

sumbu OZ. Misalkan letak elips di bidang z = t. Menurut ketentuan tersebut, 

maka sumbu-sumbu elips baru akan sejajar sumbu-sumbu lama dan pada 

bidang YOZ, titik (0, yt, t) akan terletak di hiperbola (6.18) sehingga berlaku 

 

  1
2

2

2

2

=-
ca

y tt  

  yt2  = b2 (1 + 
2

2

c

t
) 

atau 

yt  = 22 t+c
c

b
. 

   

  Karena elips di bidang z = t harus sebangun dengan di bidang XOY 

yang setengah sumbu-sumbunya adalah a dan b, maka perbandingan setengah 

sumbu-sumbu elips di bidang z = t juga harus sama, yaitu a : b. Oleh sebab itu 

setengah sumbu-sumbu yang lain di bidang z = t ini adalah 

    

  xt  = 22 t+c
c

a
. 

  

Jadi di persamaan elips di bidang z = t adalah 

    

  1
)()(

2

222

2

2

222

2

=
+

+
+

c

cb

y

c

ca

x

tt
.      (6.19) 

 

  Jika parameter t dari persamaan z = t disubstitusikan ke persamaan 

(6.19), maka didapat persamaan permukaan hiperboloida daun satu 

    

  
2

22

2

2

2

2

c

zc

b

y

a

x +
=+   

 

  atau 
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  1
2

2

2

2

2

2

=-+
c

z

b

y

a

x
.       (6.20) 

 

  Dalam hal khusus jika a = b, maka permukaan tersebut berupa 

hiperboloida putar berdaun satu. 

       

Untuk mencari persamaan bidang singgung yang terjadi di titik 

T(x1,y1,z1),  prosedurnya dapat kita lakukan seperti halnya pada kasus elipsoida. 

Hasil yang diperoleh menurut cara tersebut adalah 

 

 1
2

1

2

1

2

1 =-+
c

zz

b

yy

a

xx
.      (6.21) 

      

Tulislah persamaan (6.20) sebagai bentuk 

 

 )1)(1())((
b

y

b

y

c

z

a

x

c

z

a

x
-+=-+  

 

maka didapat hubungan 

   

 )1(
1

dan)1(
b

y

c

z

a

x

b

y

c

z

a

x
-=-+=+

l
l .    (6.22) 

 

 Dari penyajian (6.20) dan (6.22) dapat disimpulkan bahwa hiperboloida 

daun satu (6.20) dapat dibangun oleh garis-garis hasil interseksi bidang-bidang 

(6.22). Dengan demikian dari bentuk (6.22) disimpulkan beberapa sifat berikut: 

 

a) Garis-garis dalam satu sistem (6.22) tidak memiliki titik persekutuan. 

Misalkan garis-garis didefinisikan oleh parameter berbeda l1 dan l2 

sehingga 

 

  )1(
1

dan)1(
1

1
b

y

c

z

a

x

b

y

c
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 maka diperoleh hubungan 

  

  )1(0)1(0
b

y
dan

b

y
-=+= . 

  

 Jadi keduanya saling berlawanan tidak memiliki titik persekutuan. 

 

b) Melalui satu titik di permukaan, ada satu garislurus untuk masing-masing 

sistem tersebut. Pandang persamaan garis (6.22) melalui titik T(x1,y1,z1), 

maka  
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 Jika harga l disubstitusikan dari satu kepada yang lain, didapat titik 

memenuhi persamaan hiperboloida. Jadi hanya satu garis yang melalui titik 

tersebut.  

 

c) Setiap garis lurus yang dibangun dari (6.22) memotong semua garis lurus 

yang lain. Pilih satu garis lurus 
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maka satu dengan yang lain saling bergantung, sebab bentuk persamaan 

yang didapat adalah 
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6.3.2 Hiperboloida Daun Dua 

Misalkan pada bidang XOY dan YOZ masing-masing ditentukan elips 

dan hiperbola dengan persamaan (Gambar 6.5) 
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Gambar 6.5 : Hiperboloida daun dua 
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Jika elips digerakkan sejajar sepanjang sumbu OZ, maka dengan menggunakan 

prosedur seperti pada hiperboloida daun satu,  di bidang z = t diperoleh elips 
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.      (6.25) 

 

 Jika parameter t dari persamaan z = t disubstitusikan ke persamaan (6.25), 

maka didapat persamaan permukaan hiperboloida daun dua 
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.            (6.26) 

 

Dalam hal a = b, maka permukaan yang didapat berupa permukaan 

hiperboloida putar daun dua. 

 

Adapun bidang singgung di titik T(x1,y1,z1) pada permukaan, persamaannya 

diberikan oleh bentuk :  
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6.4 Paraboloida 

Misalkan suatu parabola pada bidang XOZ dalam bentuk : 

 

  x2  =  2 pz        (6.28) 

 

Sepanjang parabola ini, digerakkan suatu elips sejajar bidang XOY dengan 

pusat elips dipertahankan di sumbu OZ sehingga perbandingan setengah 

sumbu-sumbunya selalu sama dengan perbandingan setengah sumbu-sumbu 

elips 
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Elips pada kedudukan z = t, setengah sumbu-sumbunya adalah 
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sehingga didapat persamaan paraboloida elliptik (Gambar 6.6) dalam bentuk 
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Gambar 6.6 : Paraboloida eliptik 

 

Jika parameter t dari persamaan z = t disubstitusikan ke persamaan (6.29), 

maka didapat persamaan permukaan paraboloida eliptik 
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Adapun bidang singgung di titik T(x1,y1,z1) pada permukaan ini, 

persamaannya diberikan oleh bentuk  
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Jika pada persamaan parabola (6.28)  yang kita gerakkan sejajar bidang 

XOY adalah hiperbola  
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maka permukaan yang terjadi berbentuk paraboloida hiperbolik (Gambar 6.7) 
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Gambar 6.7 : Paraboloida hiperbolik. 

 

Bidang singgung di suatu titik T(x1,y1,z1) pada permukaan ini, persamaannya 

diberikan oleh bentuk  

 0)(
122

1

2

1 =+-- zz
a

p

b

yy

a

xx
.      (6.33) 

 

X 

 

Y 

 

Z 

 

O 

 



 Bagian I 

 

105 

Seperti halnya pada hiperboloida daun satu, tulislah  persamaan 

paraboloida hiperbolik (6.32) dalam bentuk 
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sehingga didapat hubungan 

 

 )
2

(
1

)(dan)(
2a

p

b

y

a

x
z

b

y

a

x

l
l =-=+ .    (6.34) 

 

Sisten persamaan (6.34) menyatakan garis-garis yang dibangun oleh 

perpotongan kedua bentuk persamaan bidang. Sehubungan dengan persamaan 

(6.34) ini terdapat beberapa sifat berikut: 

a) dua garis dalam sistem yang sama didapat saling menyilang; 

b) melalui satu titik di permukaan, ada satu garislurus untuk masing-masing 

sistem tersebut; 

c). setiap garis lurus yang dibangun dari (6.34) memotong semua garis lurus 

yang lain. 
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BAB 7 

PERMUKAAN PUTAR DAN GARIS  
 

 

 Dalam mendesain benda industri, untuk mendapatkan unsur keindahan 

(khususnya kesimetrian benda) atau kesederhanaan kecekungan permukaan 

benda, dapat menggunakan teknik konstruksi permukaan  putar atau bentuk 

permukaan garis. Agar kita dapat memanfaatkan teknik tersebut, pada bab ini 

dikenalkan cara membangun kedua jenis permukaan dimaksud. Untuk itu 

dalam penyajiannya, pertama, didefinisikan permukaan putar, dan kemudian 

dirumuskan ke dalam bentuk rumusan matematisnya. Kedua, didefinisikan 

pengertian permukaan garis beserta formulasinya.  

 

7.1 Permukaan Putar 

Definisi 7.1 : Permukaan putar adalah suatu permukaan yang dibangkitkan 

oleh suatu kurva ruang C (sebagai generatrik) diputar mengitari 

sebuah sumbu putar g yang disebut sebagai sumbu putar 

(Gambar 7.1). 

 

Dalam membahas permukaan putar, terdapat beberapa istilah yang 

perlu diketahui. Pertama, bagian bidang-bidang penampang yang melalui 

sumbu putar dan dibatasi oleh permukaan putar, disebut dengan istilah 

penampang-penampang meridian. Semua penampang-penampang meridian 

adalah saling kongruen. Sedangkan lingkaran-lingkaran paralel permukaan 

putar adalah perpotongan antara bidang-bidang sejajar yang tegaklurus sumbu 

putar dengan permukaan putar. 
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Gambar 7.1 Permukaan Putar 

Sehubungan dengan Gambar 7.1, pandanglah sumbu putar g melalui pusat bola 

B di P(xo,yo,zo) dengan persamaan  

 c

zz

b

yy

a

xx
000

-
=

-
=

-
.        (7.1) 

Sebarang lingkaran paralel L dari permukaan adalah interseksi antara bola B 

dalam bentuk 

 

 (x ï xo)
2 + (y ï yo)

2 + (z ï zo)
2  = l1       (7.2) 

 

dengan suatu bidang t yang memiliki normal <a,b,c>  ̂t, misalnya dalam 

bentuk  

 

 ax + by + cz = l2.         (7.3) 

 

Kedua parameter l1 dan l2, mendefinisikan lingkaran-lingkaran paralel 

tegaklurus terhadap sumbu putar g didukung oleh perputaran kurva direktrik C. 

Kondisi ini secara umum dinyatakan dalam bentuk G(l1,l2) = 0 dan 

permukaan putar yang didapat merupakan persamaan dari bentuk 

  

 G((x ï xo)
2 + (y ï yo)

2 + (z ï zo)
2, ax + by + cz) = 0.     (7.4) 

 

Dalam praktek untuk memudahkan perhitungan mendapatkan permukaan putar 

ini, dipilih salah satu sumbu-sumbu putar OX, OY atau OZ. 

Misalkan permukaan putar didefinisikan oleh perputaran terhadap 

sumbu OZ dari sebuah kurva berbentuk 

C 

B 

L 

g 

P(xo,yo

,zo) 

t 
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 y = 0 dan f(x,z) = 0 

 

di bidang XOZ. Jika ditetapkan sebuah titik (xo,yo,zo) pada kurva, maka titik 

memenuhi persamaan kurva, yaitu 

 

yo = 0         (7.5a) 

dan  

f(xo,zo) = 0.       (7.5b) 

 

Perputaran titik ini pada sumbu OZ, melukiskan sebuah lingkaran dengan 

persamaan dalam kondisi (Gambar 7.2) 

 

 z = zo         (7.5c) 

dan  

x2 + y2 + z2 = xo
2 + yo

2 + zo
2.       (7.5d) 

 

Bentuk (7.5c,d) menyatakan bidang melalui z = zo tegaklurus sumbu OZ  dan 

bola melalui titik (xo,yo,zo) berpusat di titik awal O(0,0,0). Jika bentuk 

persamaan (7.5a) dan (7.5c) disubstitusikan pada persamaan (7.5d), kemudian 

hasilnya substitusikan ke (7.5b), maka kita dapatkan lingkaran-lingkaran yang 

berpusat sepanjang sumbu putar. Jadi persamaan permukaan putar adalah 

 

 f (
22 yx + , z) = 0.      (7.6) 

                                                                              

 

 

 

 

                                                      

 

                                                                                             

                                   

 

 

Gambar 7.2  Perputaran titik terhadap sumbu OZ. 
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Demikian juga, permukaan putar yang didefinisikan oleh perputaran terhadap 

sumbu OZ dari sebuah kurva berbentuk 

 

x = 0 dan f(y,z) = 0 

 

di bidang YOZ, persamaannya adalah 

 

 f (
22 yx + , z) = 0.      (7.7) 

 

Contoh-contoh permukaan putar 

a). Tunjukkan permukaan garis dengan persamaan x = 0 dan y = r diputar 

terhadap sumbu OZ membangun silinder x2 + y2 = r2. 

 Penyelesaian: 

Misalkan sebarang titik (xo,yo,zo)  pada garis, maka titik memenuhi 

persamaan garis 

 

 xo = 0         (7.8a) 

dan  

yo = r                   (7.8b) 

 

Persamaan bidang melalui (xo,yo,zo)  tegaklurus sumbu OZ adalah  

 

z = zo         (7.8c) 

 

dan bola melalui titik tersebut dengan puasat O adalah  

 

x2 + y2 + z2 = xo
2+ yo

2 + zo
2.     (7.8d) 

 

Jika persamaan (7.8a,c) disubstitusikan ke (7.8d) didapatkan 

 

 x2 + y2 = yo
2.       (7.8e) 
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Jadi dari hubungan (7.8b,e) didapatkan persamaan permukaan silinder 

 

 x2 + y2 = r2. 

 

b). Tunjukkan garis y = 0 dan x/a + z/b = 1 diputar terhadap sumbu OZ 

membangun permukaan kerucut 1

22

=+
+

b

z

a

yx
. 

 

 Penyelesaian: 

Misalkan sebarang titik (xo,yo,zo)  pada garis, maka titik memenuhi 

persamaan garis 

 yo = 0         (7.9a) 

dan  

xo/a + zo/b = 1.       (7.9b) 

 

Persamaan bidang melalui (xo,yo,zo)  tegaklurus sumbu OZ adalah 

  

z = zo         (7.9c) 

 

dan bola melalui titik tersebut dengan puasat O adalah  

 

x2 + y2 + z2 = xo
2+ yo

2 + zo
2.     (7.9d) 

 

Jika persamaan (8.9a,c) disubstitusikan ke (7.9d) didapatkan 

 

 x2 + y2 = xo
2.       (7.9e) 

 

Jadi dari hubungan (7.8b,c,e) didapatkan persamaan permukaan kerucut 
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c). Ellips x = 0 dan 01
2

2

2

2

=-+
b

z

a

y
 diputar terhadap sumbu OZ, mendapatkan 

ellipsoida putar 

  01
2

2

2

22

=-+
+

b

z

a

yx
. 

d). Tunjukkan hiperbola y = 0 dan 1
2

2

2

2

=-
b

z

a

x
 diputar terhadap sumbu OZ, 

mendapatkan hiperboloida putar daun satu  1
2

2

2

2

2

2

=-+
c

z

a

y

a

x
. 

 Penyelesaian: 

Misalkan sebarang titik (xo,yo,zo)  pada hiperbola, maka titik memenuhi 

persamaan hiperbola  

 

 yo = 0         (7.10a) 

dan  

1
2

2

0

2

2

0

2

2

0 =-+
c

z

a

y

a

x
.      (7.10b) 

 

Persamaan bidang melalui (xo,yo,zo)  tegaklurus sumbu OZ adalah 

  

z = zo         (7.10c) 

 

dan bola melalui titik tersebut dengan puasat O adalah  

 

x2 + y2 + z2 = xo
2 + yo

2 + zo
2.     (7.10d) 

 

Jika persamaan (7.10a,c) disubstitusikan ke (7.10d) didapatkan 

 

 x2 + y2 = xo
2.       (7.10e) 

 

Jadi dari hubungan (7.10a,b,c,e) didapatkan persamaan hiperboloida putar 

daun satu 
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e). Hiperbola y = 0 dan 1
2

2

2

2

=+-
c

z

a

x
  diputar terhadap sumbu OX, 

mendapatkan hiperboloida putar daun dua 

 

  1
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2

2

2

2

=+--
c

z

a

y

a

x
. 

 

f). Parabola x = 0 dan y2 ï 2pz = 0 diputar terhadap sumbu OZ, mendapatkan 

paraboloida putar 

 

  x2 + y2 ï 2pz = 0. 

 

g). Tunjukkan bahwa garis y = a dan z = mx diputar terhadap sumbu OZ 

(Gambar 7.3) mendapatkan hiperboloida putar daun satu 
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Gambar 7.3  Perputaran garis di bidang y = a terhadap sumbu OZ 
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Penyelesaian: 

Misalkan sebarang titik (xo,a,mxo)  pada garis, maka titik memenuhi 

persamaan garis 

 yo = a         (7.11a) 

dan  

z = mxo                                             (7.11b) 

 

Persamaan bidang melalui (xo,a,mxo)  tegaklurus sumbu OZ adalah 

  

z = mxo        (7.11c) 

 

dan persamaan lingkaran  di bidang tersebut sebagai  

 

x2 + y2 = xo
2 + a2 .     (7.11d) 

 

Jika persamaan (7.11c) disubstitusikan ke (7.11d) didapatkan hiperboloida 

putar daun satu 

 1
22

2

2

2

2

2

=-+
ma

z

a

y

a

x
. 

 

Prosedur membangun permukaan putar dari kurva-kurva direktrik garis, 

ellips, hiperbola ataupun parabola terhadap sumbu putar OX ataupun OY dapat 

dilakukan seperti pada kasus sumbu putar OZ. Adapun jika sumbu putar dipilih 

sebarang garis, prosedurnya dapat diuraikan sebagai berikut.  

Misalkan persamaan sumbu putar dipilih 

 

 c

zz

b

yy

a

xx
111

-
=

-
=

-
 

 

dan kurva direktrik dalam bentuk 

 

 f1(x,y,z) = 0 dan f2(x,y,z) = 0. 
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Tetapkan titik pada kurva, maka titik memenuhi persamaan 

 

  f1(xo,yo,zo) = 0 dan f2(xo,yo,zo) = 0.      (7.12a) 

 

Bidang melalui titik tersebut dan tegaklurus sumbu putar adalah 

 

 <a,b,c> . <(x ï xo),(y ï yo),(z ï zo)>  =  0 

 atau 

 a(x ï xo) + b(y ï yo) + c(z ï zo)> = 0.    (7.12b) 

 

Sedangkan bola dengan pusat (x1,y1,z1) dan jari-jari terhadap titik (xo,yo,zo) 

adalah 

 

 (x ï x1)
2 + (y ï y1)

2 + (z ï z1)
2  =  (xo ï x1)

2 + (yo ï y1)
2 + (zo ï z1)

2 (7.12c) 

 

Dengan melakukan substitusi persamaan-persamaan (7.12a,b,c) dari satu 

terhadap yang lain untuk nilai-nilai xo,yo dan zo, maka diperoleh persamaan 

permukaan putar. 

 

Contoh permukaan putar dengan sumbu putar dari sebarang garis 

Tentukan permukaan putar yang didapat dari perputaran ellips di bidang XOY  

 

 z = 0  

dan  

x2 + 2y2 ï 2x = 0 

 

diputar terhadap garis di bidang XOZ 

 

 y = 0  

dan  

z = px. 
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Penyelesaian: 

Tetapkan sebarang titik (xo,yo,0) pada ellips, maka 

 

 xo
2 + 2yo

2 ï 2xo = 0.      (7.13a) 

 

dan persamaan bidang melalui (xo,yo,0) tegaklurus garis adalah 

 

 <1,0,p>. <(x ï xo),(y ï yo),z > = 0    (7.13b) 

 atau 

 x ï xo + pz = 0. 

Persamaan bola berpusat  di O(0,0,0) dan melalui (xo,yo,0)  adalah 

 

 x2 + y2 + z2 = xo
2 + yo

2.     (7.13c) 

Dari persamaan (7.13a,b,c), diperoleh bentuk persamaan permukaan putar 

 

 x2 + 2y2 + (2 ï p2) z2 ï 2 pxz ï 2x ï 2pz = 0. 

  

 

7.2 Permukaan Garis 

Definisi 7.2 : Permukaan garis adalah suatu permukaan yang dibangkitkan oleh 

suatu garis g (disebut generatrik) yang digerakkan menyinggung 

sepanjang kurva satu arah C  yang disebut direktrik (Gambar 

7.4).  

 

                                                                                                    Kurva Direktrik 

                                                                                           

 

 

                                        

 

 

 

 

 

Gambar 7.4  Permukaan garis 

g 

C 
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Beberapa contoh dari permukaan garis adalah permukaan silinder dan 

kerucut. Adapun penyajian aljabar dari permukaan garis dapat dijelaskan 

sebagai berikut. 

      

Misalkan garis-garis lurus dalam bentuk 

   

x = mz + p       (7.14) 

 dan 

 y = nz + q. 

Kurva direktrik dinyatakan oleh bentuk 

 

 f1(x,y,z) = 0        (7.15) 

dan  

f2(x,y,z) = 0. 

 

Jika garis memotong kurva dan terdapat harga-harga x, y dan z memenuhi 

persamaan (7.14) dan (7.15), maka untuk mendapatkan persamaan permukaan 

garis tersebut, terlebih dahulu diperlukan hitung harga parameter-parameter m, 

p, n dan q. Dalam hal ini untuk memudahkan proses perhitungannya, umumnya 

diperlukan lagi syarat-syarat tambahan. 

 

Contoh hitung permukaan garis 

Diketahui dua garis dibangkitkan oleh 

 

 x = 0 dan y = 1 

 y = 0 dan x = z 

 

dan kurva dalam bentuk 

 

 xz ï x + z = 0        (7.16a) 

dan  

x = y.        (7.16b) 
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Persamaan garis memotong (melalui) kedua garis adalah 

 

 x + l1(y ï 1) = 0       (7.16c) 

dan  

y + l2 (x ï z) = 0.      (7.16d) 

 

Jika dilakukan substitusi diantara persamaan (7.16a,b,c,d) sehingga y dan z 

pada persamaan (7.16c,d) dapat dinyatakan dalam l1 dan l2, kemudian 

disubstitusikan ke persamaan (7.16a), maka diperoleh 

 

 l1 l2 + 2l1 + 1 = 0.      (7.16e) 

 

Selanjutnya, jika solusi persamaan (7.16e) disubstitusikan ke persamaan 

(7.16c,d), maka didapatkan permukaan garis 

 

 x = 0, y = 0  

dan  

2x2 ï 2xy ï 2xz + yz + x ï z = 0. 
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BAB 8 

SILINDER DAN KERUCUT  

 
 

Sehubungan dengan keperluan pemodelan benda-benda industri, selain 

diperlukan studi bentuk kuadratis ruang, juga dibutuhkan studi tentang 

formulasi permukaan silinder dan kerucut. Hal ini dikarenakan bentuk silinder 

dan kerucut juga banyak dimanfaatkan dalam pemodelan permukaan benda-

benda industri dimaksud.   

 Tujuan studi dalam bab ini adalah, pertama, kita dapat mendefinisikan 

pengertian silinder dan, kemudian, mampu menyatakannya ke dalam 

persamaan matematis silinder. Kedua, dapat menurunkan persamaan kerucut 

yang dibangun oleh suatu garis yang digerakkan sepanjang kurva dan, di lain 

pihak, garis tersebut diharuskan melalui titik tetap. Selanjutnya dari hasil 

formulasi tersebut, dilakukan contoh hitung konstruksi silinder dan kerucut. 

Diskusi operasinal mengenai topik ini, diuraikan sebagai berikut. 

 

8.1 Silinder 

Definisi 8.1 : Permukaan silinder adalah suatu permukaan yang dibangun oleh 

suatu garis g (disebut generatrik) digerakkan secara paralel 

menyinggung sepanjang kurva satu arah C (disebut kurva 

direktrik) dengan kondisi geometrik tertentu. Garis-garis paralel 

hasil gerakan ini disebut garis pelukis silinder.   

Dari definisi tersebut, jika garis-garis paralel itu (garis pelukis) 

memiliki koefisien arah a, b dan c, maka persamaan garis yang melalui titik 

tertentu (xo,yo,zo) di kurva adalah (Gambar 8.1) 

 

c

zz

b

yy

a

xx
000

-
=

-
=

-
                                                        (8.1) 

 

Dari persamaan (8.1), misalkan 

 

 bz ï cy =  l1                

dan       
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bx ï ay =  l2, 

 

maka kondisi geometrik dimaksud berbentuk 

 

 G(l1, l2) = 0.       (8.2) 

                                                                                                                                                                 

                   

 

                                                                                           

 

                                               

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 8.1  Permukaan silinder 

Jelasnya, misalkan diketahui generatrik bervektor arah <a,b,c> dan kurva 

direktrik didefinisikan dari kondisi f1(x,y,z) = 0 dan f2(x,y,z) = 0. Tetapkan titik 

(xo,yo,zo) pada kurva, maka  berlaku hubungan 

 

f1(xo,yo,zo) = 0  

dan 

f2(xo,yo,zo) = 0.       (8.3) 
 

Sedangkan garis-garis pelukis yang melalui titik ini dinyatakan sebagai 

 

 c

zz

b

yy

a

xx 000 -
=

-
=

-
      (8.4) 

 

Jika harga-harga xo, yo dan zo dalam persamaan-persamaan garis (8.4) 

disubstitusikan ke persamaan (8.3), maka didapatkan persamaan silinder. Cara 

X 

Y 

Z 

C 

g 

Kurva Direktrik 

 

Generatrik 
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lain yang lebih efisien dapat ditempuh dengan menyatakan persamaan (8.4) 

dalam bentuk 

 

 c

zz

b

yy

a

xx
000

-
=

-
=

-
= l               (8.5) 

 

sehingga diperoleh  

 

 xo  = x - la                (8.6) 

 yo  = y - lb 

 zo  = z - lc. 

 

Kemudian setelah mensubstitusikan persamaan (8.6) ke (8.3) dan 

meghilangkan nilai l, kita dapatkan persamaan silinder. 

 

Contoh-contoh hitung silinder 

a).  Diketahui pada bidang XOY terletak lingkaran x2 + y2 = 9 sebagai kurva 

direktrik silinder. Garis-garis pelukis memiliki koefisien arah positip 

<1,2,1> terhadap sumbu OX, OY dan OZ. Tentukan persamaan silinder 

yang didapat. 

 Penyelesaian: 

Pada lingkaran tentukan sebarang titik (xo,yo,0), maka titik memenuhi 

persamaan lingkaran 

 

xo
2 + yo

2 = 9. 

 

Sedangkan persamaan garis pelukis yang melalui titik itu adalah 

 

 121

00
zyyxx
=

-
=

-
 

sehingga  

 xo = x ï z 

 zo = y ï z. 
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Harga ini bila disubstitusikan ke persamaan lingkaran dalam xo dan yo 

tersebut, didapat persamaan silinder 

 

  x2 + y2 + 5z2 ï 2xz ï 4yz ï 9 = 0. 

 

b). Tentukan persamaan silinder yang generatriknya sejajar vektor <a,b,c> 

melingkupi bola (menyinggung bola) dengan persamaan x2 + y2 + z2 = r2. 

 Penyelesaian: 

 Andaikan garis melalui titik (xo,yo,zo), maka persamaan garis yang didapat 

adalah 

 

  l=
-

=
-

=
-

c

zz

b

yy

a

xx
000

. 

 

 Garis memotong bola di dua titik sehingga 

 

  (x - al)2 + (y - bl)2 + (z - cl) = r2. 

 

 Kedua titik potong ditentukan oleh akar-akar dari persamaan 

 

  (a2 + b2 + c2) l2 ï 2(ax + by + cz) l + (x2 + y2 + z2 - r2) = 0. 

 

 Dalam hal ini, garis singgung di (xo,yo,zo) terjadi, bila kedua titik potong 

bola tersebut saling berimpit, artinya l berharga kembar. Dengan demikian 

didapatkan persamaan silinder (ax + by + cz) 2 - (a2 + b2 + c2) (x2 + y2 + z2 - 

r2) = 0. 

 

8.2 Kerucut 

Definisi 8.2 : Permukaan kerucut (permukaan konik) adalah suatu permukaan 

yang dibangun oleh suatu garis (disebut generatrik) digerakkan 

melalui sebuah titik tetap dan  menyinggung sepanjang kurva satu 

arah C (disebut kurva direktrik) dengan kondisi geometrik 

tertentu. Titik tetap ini selanjutnya disebut puncak kerucut.   
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Dari definisi tersebut, jika puncak kerucut  di titik awal O(0,0,0) dan 

generatriknya dalam bentuk persamaan (Gambar 8.2) 

 

 y = l1 x       (8.7) 

 z = l2 x 

 

maka kondisi geometrik dari kerucut ini adalah 

 

 G(l1, l2) = 0.       (8.8) 

 

Dengan demikian persamaan umum dari kerucut puncaknya di titik asal adalah 

 

 F(x,y,z) = G(l1, l2) = G(y/x , z/x) = 0 , dengan x  ̧0. 

 

                                                                

 

 

 

 

                                                                                          

 

                                            

                                                                                       

                                                                                      

                                   

 

Gambar 8.2  Permukaan kerucut. 

 

Untuk lebih detailnya, misalkan puncak kerucut di titik P(xp,yp,zp) dan kurva 

direktrik didefinisikan oleh f1(x,y,z) = 0 dan f2(x,y,z) = 0. Pilihlah suatu titik 

(xo,yo,zo) di kurva, maka berlaku hubungan 

 

f1(xo,yo,zo) = 0 dan f2(xo,yo,zo) = 0 .   (8.9) 

 

Sedangkan garis-garis pelukis melalui titik puncak (xp,yp,zp) dan (xo,yo,zo), 

memiliki persamaan 

X 

Y 

Z 

O 

C 

Kurva Direktrik 

Generatrik 

g 
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P

P

P

P

P

P

zz

zz

yy

yy

xx

xx

-

-
=

-

-
=

-

-

000

.      (8.10)  

Jika harga-harga xo, yo dan zo dalam persamaan-persamaan garis (8.10) 

disubstitusikan ke persamaan (8.9), maka didapatkan persamaan kerucut. 

Seperti halnya pada hitung silinder, cara lain yang lebih efisien dapat ditempuh 

dengan menyatakan persamaan (8.10) kedalam bentuk 

 

 
P

P

P

P

P

P

zz

zz

yy

yy

xx

xx

-

-
=

-

-
=

-

-

00

= l       (8.11) 

 

sehingga diperoleh hubungan 

 xo  = l
P

P

xx
x

-
+        (8.12) 

 yo  = l
P

P

yy
y

-
+  

 zo  = l
P

P

zz
z

-
+ . 

 

Kemudian setelah mensubstitusikan persamaan (8.12) ke (8.9) dan 

meghilangkan nilai l, kita dapatkan persamaan silinder. 

 

Contoh hitung kerucut 

Tentukan persamaan kerucut dengan puncak (a,0,1) dan kurva direktrik di 

bidang XOY dengan persamaan x2 + y2 = r2. 

Penyelesaian: 

Diketahui kurva direktrik didefinisikan dari bentuk 

 

 z = 0 dan x2 + y2 = r2. 

 

Tetapkan titik (xo,yo,0) pada lingkaran, maka xo
2 + yo

2 = r2 dan persamaan garis 

pelukis dinyatakan oleh hubungan 
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sehingga  a
z

xa
x +

-

-
=

1
0  dan 1

0
-

-
=

z

y
y . 

 

Harga ini bila disubstitusikan ke persamaan lingkaran dalam xo dan yo tersebut, 

didapatkan persamaan kerucut 

 

 x2 + y2 + (a2 ï r2) z2 + (4a2 + 2r2) z + (2a2 ï  r2) = 0. 
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BAB 9 

TRANSFORMASI TITIK  

DAN KOORDINAT HOMOGEN  
 

 

Dalam satu sistem koordinat, sering dilakukan suatu pemindahan obyek 

dari satu posisi ke posisi lain. Proses ini terkadang dilakukan hanya satu kali 

perpindahan atau bahkan diperlukan beberapa kali proses pemindahan. 

Sehubungan dengan hal itu dalam pembahasan berikut, kita perlukan 

diskusikan tentang transformasi titik dan koordinat homogen di R2 dan R3. 

 

9.1 Transformasi Titik 

9.1.1 Transformasi Titik di R2 

Pandanglah suatu transformasi T memetakan titik P(x,y) ke titik 

bayangannya Pô(xô,yô), yaitu Pô = T(P). Selanjutnya kita diskusikan beberapa 

bentuk transformasi T berikut. 

 

a). Refleksi Titik terhadap Sumbu X, Sumbu Y dan Titik Pusat 

Misalkan T: R2  R2 adalah suatu transformasi yang memetakan titik 

P(x,y) ke Pô(xô,yô) oleh perkalian matriks A = öö
÷

õ
ææ
ç

å

dc

ba
 didefinisikan dengan Pô 

= PA, yaitu 

 ( )( ) ( )dybxcyax
dc

ba
yxyx ++=öö

÷

õ
ææ
ç

å
=''                (9.1a) 

atau dapat juga dinyatakan dalam bentuk Pô = ATPT, yaitu 

 

 öö
÷

õ
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ç
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+
=öö
÷

õ
ææ
ç

å
öö
÷

õ
ææ
ç

å
=öö
÷

õ
ææ
ç

å

dybx

cyax

y

x
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ca

y

x

'

'
.                             (9.1b) 

 

Hasilnya kita dapatkan bahwa koordinat baru (xô,yô) adalah suatu bentuk dari 

 x' = ax + cy        (9.2) 

 yô = bx + dy. 
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Oleh karena itu hasil dari transformasi titik P(x,y) ini jelas tergantung dari 

nilai koefisien-koefisien a, b, c dan d formula (3.2), yaitu elemen-elemen dari 

matriks A. Untuk itu kita evaluasi 3 (tiga) kasus pemilihan matriks koefisien A 

berikut ini. 

ü Refleksi terhadap sumbu X  

Jika harga a = 1, b = 0, c = 0 dan d = -1, maka dari persamaan (9.2) 

diperoleh hubungan  

 

xô = x dan yô = -y 

  

yaitu P(x,y) dipetakan ke Pô(x,-y). Hal ini berarti bahwa transformasi yang 

didapat adalah suatu refleksi terhadap sumbu X (Gambar 9.1a). Jadi matriks 

koefisien A yang bersesuaian dengan transformasi refleksi ini adalah 

 

 A = öö
÷

õ
ææ
ç

å

-10

01
.        (9.3a) 

 

Dengan demikian menurut formula (9.1a,b), transformasi ini dapat 

didefisikan sebagai 

 

 ( )( ) ( )yxyxyx -=öö
÷

õ
ææ
ç

å

-
=

10

01
''  

 atau 

 öö
÷

õ
ææ
ç

å

-
=öö
÷
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å
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÷

õ
ææ
ç

å

-
=öö
÷
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'
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ü Refleksi terhadap sumbu Y 

Jika harga a = -1, b = 0, c = 0 dan d = 1, maka dari persamaan (9.2) 

diperoleh hubungan 

  xô = -x dan yô = y 

  

yaitu P(x,y) dipetakan ke Pô(-x,y) sehingga didapat refleksi terhadap sumbu 

Y (Gambar 9.1b). Matriks koefisien A yang bersesuaian dengan 

transformasi refleksi ini adalah 
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 A = öö
÷

õ
ææ
ç

å-

10

01
.       (9.3b) 

 

ü Refleksi terhadap titik  pusat O(0,0) 

Dengan memilih, a = -1, b = 0, c = 0 dan d = -1, maka berarti bahwa titik 

P(x,y) dipetakan ke Pô(-x,-y). Dalam hal ini matriks koefisien A yang 

bersesuaian dengan transformasi refleksi terhadap pusat O(0,0) berbentuk 

(Gambar 9.1c) 

 

 A = öö
÷

õ
ææ
ç

å

-

-

10

01
.                 (9.3c) 

 

                                                                                                                 

                                           

                                                                                                                                                                                                                                                  

               

 

 

    

 

          (a)                                        (b)                                     (c) 

 

Gambar 9.1  Refleksi titik terhadap sumbu X, Y dan titik pusat 

 

b). Rotasi 

Pandanglah transformasi T seperti dalam persamaan (9.1), kemudian 

pilihlah elemen-elemen matriks koefisien A dalam persamaan (9.1) tersebut 

sebagai 

a =  cosq  b = sinq 

 c = -sinq  d = cosq 
 

sehingga transformasi T  terdefinisikan sebagai perkalian matriks 

 

X 

 

X 

 

X 

 

Y 

 

O 

 

Y 

 

Y 

 

O 

 

O 

 

P(x,y

) 

 

P(x,y

) 
 

P(x,y

) 
 

Pô(xô,yô) = 

Pô(x,-y) 

Pô(xô,yô) = Pô(-

x,y) 

 
Pô(xô,yô) = Pô(-

x,-y) 
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( ) ( )

( )qqqq

qq

qq

cossinsincos

cossin

sincos
''

yxyx

yxyx

+-=

öö
÷

õ
ææ
ç

å

-
=

                  (9.4a) 

 atau 
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Matriks   

öö
÷

õ
ææ
ç

å

-
=

qq

qq

cossin

sincos
A            (9.4c) 

 

pada (9.4a) ataupun matrik 

 

öö
÷

õ
ææ
ç

å -
=

qq

qq

cossin

sincos
A             (9.4d) 

 

pada (3.4b) adalah matriks koefisien yang bersesuaian dengan rotasi titik P(x,y) 

ke P(xô,yô) terhadap titik pusat O(0,0) sebesar sudut q berlawanan arah jarum 

jam (arah trigonometri). Kita perlihatkan sebagai berikut. 

      Jika r menyatakan jari-jari putar dari pusat putar O(0,0) ke titik P(x,y), 

maka untuk koordinat titik P berlaku hubungan (Gambar 9.2) 

 

 x = r cosf 

 y = r sinf. 

Demikian juga, karena titik bayangan Pô(xô,yô) memiliki jari-jari seperti halnya 

P(x,y), maka untuk koordinat titik Pô berlaku hubungan 

 

 x'  =  r cos(q + f) 

 yô =  r sin(q + f). 
 

Kesimpulannya bahwa 
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Gambar 9.2  Rotasi titik terhadap titik awal O menurut arah trigonometri 

 

c). Dilatasi 

Misalkan  transformasi  T  menurut  persamaan (9.1), kemudian  dipilih  

a = k1, b = c = 0 dan d = k2, maka dari persamaan (9.2) diperoleh hubungan 

  

xô = k1x dan yô = k2y 

  

yaitu P(x,y) dipetakan ke Pô(k1x, k2y). Hal ini berarti bahwa transformasi yang 

didapat adalah suatu dilatasi (Gambar 9.3). Jadi matriks koefisien A yang 

bersesuaian dengan transformasi dilatasi adalah 

 A = öö
÷

õ
ææ
ç

å

2

1

0

0

k

k
                  (9.5) 

Matriks A memberi fasilitas untuk memperbesar atau memperkecil 

suatu gambar (bangun geometri bidang) dalam dua arah, artinya semua 

koordinat (x,y) dari gambar setelah dilakukan proses transformasi akan menjadi 

(k1x, k2y). Pemilihan k1 menyajikan skala menurut sumbu X dan k2 menyajikan 

skala untuk sumbu Y. Jika kedua skala berbeda, maka perubahan skala kedua 

sumbu berbeda dan gambar yang didapat secara umum tidak sebangun dengan 

X 

Y 

O 

P(x,y) 

Pô(xô,yô) 

q 

f 
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gambar semula. Sebaliknya jika kedua skala sama, maka perubahannya 

seragam sehingga gambar yang didapat sebangun dengan gambar aslinya. 

 

                                                                              

 

                                                                                                          

                                                                            

                                                                      

                                                                                                  

                                    

 

 

 

 

      (a)                                                          (b)                   

Gambar 9.3  Transformasi dilatasi 

 

Contoh 1:  

Suatu segitiga PQR dengan titik-titik sudut P(1,2), Q(2,2) dan R(2,3) 

ditransformasikan oleh matriks 
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Jadi segitiga bayangan PôQôRô bertitik sudut Pô(3,2), Qô(6,2) dan Rô(6,3) 

seperti terlihat pada gambar (9.3a). 

  

Contoh 2:  

Suatu bujursangkar PQRS dengan titik-titik sudut P(0,0), Q(1,0), R(1,1) 

dan S(0,1) ditransformasikan oleh matriks 
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  A = öö
÷

õ
ææ
ç

å

40

04
 

diperoleh   

ö
ö
ö
ö
ö

÷

õ

æ
æ
æ
æ
æ

ç

å

=öö
÷

õ
ææ
ç

å

ö
ö
ö
ö
ö

÷

õ

æ
æ
æ
æ
æ

ç

å

40

44

04

00

40

04

10

11

01

00

. . 

 

Jadi bayangan PôQôRô berupa bujursangkar bertitik sudut Pô(0,0), Qô(4,0), 

R(4,4) dan S(0,4) seperti terlihat pada gambar (9.3b).  

 

d). Pemotongan 

Misalkan transformasi T didefinisikan menurut persamaan (9.1), 

kemudian dipilih harga-harga berikut: a = 1, b = k  ̧0, c = 0 dan d = 1, maka 

dari persamaan (9.2) diperoleh hubungan 

  

xô = x         (9.6) 

dan  

yô = k x + y  

 

yaitu P(x,y) dipetakan ke Pô(x, kx + y). Hal ini berarti bahwa transformasi yang 

didapat adalah suatu pemotongan menurut sumbu Y (Gambar 9.4a). 

 

Contoh 1:  

Dengan menetapkan b = k = 2 untuk persamaan (9.6), bayangan dari titik-titik 

P(0,0), Q(1,0), R(1,1) dan S(0,1) dapat ditentukan oleh 
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Dengan demikian bayangan yang diperoleh adalah Pô(0,0), Qô(1,2), Rô(1,3) 

dan Sô(0,1) seperti gambar (9.4a). Dalam hal a = 1, b = 0, c = k  ̧0 dan d = 1 

dalam persamaan (9.1), kita dapatkan pemotongan menurut sumbu X. Jika b 

dan c tidak sama dengan nol, maka pemotongan terjadi pada sumbu X dan Y. 

 

Contoh 2:  

Dengan menetapkan a = 1, b = 2, c = 3 dan d = 1 untuk persamaan (9.1), 

bayangan dari titik-titik P(0,0), Q(1,0), R(1,1) dan S(0,1) dapat ditentukan oleh 
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Dengan demikian bayangan yang diperoleh adalah Pô(0,0), Qô(1,2), Rô(4,3) dan 

Sô(3,1) seperti pada Gambar (9.4b). 

 

 

                                                                     

 

                                   

                                                                                                              

                                                            

                                                                                                        

                                                                                              

  

                                  

       (a)                                                             (b) 

Gambar 9.4 Transformasi pemotongan 

 

e). Translasi (Geseran) 

Transformasi T yang memetakan titik P(x,y) bergeser sejauh k1 satuan 

kearah sumbu X dan k2 satuan ke arah sumbu Y sehingga didapat titik bayangan 

Pô(xô,yô) = T(P), didefinisikan sebagai (Gambar 9.5a) 
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 (xô    yô)  =  (x    y)  +  (k1    k2)  =  (x + k1   y + k2)                            

  (9.7a) 
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Contoh:  

Hasil pergeseran segiempat PQRS dengan titik-titik sudut P(0,0), Q(2,0), 

R(1,1) dan S(0,1) digeser sejauh 2 satuan ke arah sumbu X dan 3 satuan ke arah 

sumbu Y, dapat ditentukan melalui persamaan (9.7a), yaitu  
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Dengan demikian bayangan yang diperoleh karena transformasi ini adalah 

Pô(2,3), Qô(4,3), Rô(3,6) dan Sô(2,5) seperti pada Gambar (9.5b). 

 

 

 

                    

                                                                                                

                                                                   

                                                                                               

                                         

                                      

                                                                                                              

  

 (a)                                                   (b) 

 

Gambar 9.5 Transformasi translasi (geseran) 
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f). Proyeksi Titik  pada Garis 

Transformasi memproyeksikan titik P(x,y) ke garis g ¹ y = mx + k 

didapatkan titik T(P) = Pô(xô,yô) dengan Pô di g dan g'PP^ . Koordinat Pô 

dapat dihitung sebagai berikut (Gambar 9.6a). 

 

 

                                                                                     

                                                                                                                    

                                                                                                    

                                                                                                                

                                                                                                       

                                                                                                                             

                                         

 

 (a)                                                      (b) 

 

Gambar 9.6 Proyeksi dan pencerminan titik ke garis y = mx + k 

 

Vektor 'KP  adalah proyeksi dari vektor KP  pada garis g, maka berlaku 

hubungan 

 

 

.')
'.'

'.
(

'

'
)

'

'
.('

KP
KPKP

KPKP

KP

KP

KP

KP
KPKP

=

=

 

Dengan demikian terdapat hubungan 
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<xô,(yô- k)>        =  ><
+

-+
m,.

m

mkmyx
1

1 2 . 

Jadi didapatkan 

 

 x' =   21 m

mkmyx

+

-+
                               (9.7c) 

yô =  k
m

)ky(mmx
-

+

-+
2

2

1 . 

 

g). Refleksi Titik  terhadap Garis x = k dan Garis y = mx + k 

Jika titik P koordinatnya P(x,y), maka hasil transformasi pencerminan P 

ke garis x = k adalah titik Pô(xô,yô) dengan xô dan yô didefinisikan oleh 

hubungan 

 

 x' = x + 2 (k ï x) = 2k ï x 

 y' = y. 

 

Sedangkan transformasi titik P(x,y) ke garis y = mx + k ditentukan oleh suatu 

hubungan (Gambar 9.6b) 

 

 )'PK(KP'KP 2+= .      (9.7d) 

 

Jika koordinat titik Kô diformulasikan oleh persamaan (9.7c), maka bentuk 

(9.7d) dapat disederhanakan menjadi 

 <xô,(yô- k)> = <x,(y - k)> + 2([ 21 m
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Oleh sebab itu koordinat titik bayangan Pô(xô,yô), diperoleh 

 xô = 2(21 m
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) - x 
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) ï 3k ï y. 
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h) Transformasi Komposisi 

Suatu transformasi refleksi terhadap titik pusat O(0,0) dapat dipandang 

sebagai komposisi dari dua transformasi berikut 

a). transformasi refleksi terhadap sumbu X 

b). transformasi refleksi terhadap sumbu Y. 

 

Oleh sebab itu, bayangan titik P(x,y) karena transformasi ini dapat 

didefinisikan sebagai 

 

(xô   yô) = (x   y) öö
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atau juga  
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Secara umum untuk mendapatkan bayangan titik yang dikehendaki, kita dapat 

menggunakan komposisi transformasi refleksi, rotasi, dilatasi ataupun translasi 

dengan cara memanfaatkan perkalian diantara matriks-matriks koefisien yang 

sesuai dengan urutan dan jenis transformasi yang digunakan dalam pemetaan 

tersebut.  

 

9.1.2 Transformasi Titik di R3 

Misalkan transformasi T : R3  R3 merupakan pemetaan titik P(x,y,z) 

ke titik bayangannya Pô(xô,yô,zô) sehingga T(P) = Pô atau Pô = T(P). 

Selanjutnya kita diskusikan beberapa transformasi berikut ini. 

 

a). Refleksi terhadap Bidang XOY, XOZ dan YOZ 

Pada refleksi terhadap bidang XOY, titik P(x,y,z) dipetakan pada titik 

P(xô,yô,zô) dengan hubungan (Gambar 9.7) 

  x' = x 

  yô = y 

  zô = -z 
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Gambar 9.7 Refleksi terhadap bidang XOY 

 

Dengan demikian hasil refleksi titik P(x,y,z) terhadap bidang XOY dapat 

dinyatakan dalam bentuk perkalian matriks 
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Matriks A dari bentuk 
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disebut sebagai matriks koefisien yang bersesuaian dengan transformasi 

refleksi terhadap bidang XOY. 

Dengan cara yang sama seperti pada refleksi terhadap bidang XOY, 

matriks koefisien yang bersesuaian dengan transformasi refleksi terhadap 

bidang XOZ dan YOZ adalah 

O 

X 

 

Y 

Z 

 P(x,y,z) 

Pô(xô,yô,zô) = Pô(x,y,-z) 
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b). Rotasi terhadap Sumbu Z, Y dan X 

Dalam bentuk perkalian matriks, transformasi rotasi terhadap sumbu Z 

dapat dinyatakan sebagai (Gambar 9.8) 
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Gambar 9.8 Rotasi terhadap sumbu Z 
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Adapun matriks koefisien yang bersesuaian dengan rotasi sumbu Y dan X 

masing-masing dinyatakan dalam perkalian matriks menurut formula (9.9b) 

adalah 
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c). Dilatasi 

Transformasi dilatasi yang memetakan titik P(x,y,z) ke Pô(xô,yô,zô) 

didefinisikan dengan bentuk formulasi berikut 
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Dalam hal ini pemilihan harga k1 menyajikan skala kearah sumbu X, k2 kearah 

skala sumbu Y dan k3 menyajikan skala kearah sumbu Z. Jika k1 = k2 = k3, maka 

peta obyek yang didapat sebangun dengan obyek aslinya (mungkin diperbesar, 

diperkecil atau tetap).  
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d). Translasi (Geseran) 

Transformasi titik P(x,y,z) ke titik Pô(xô,yô,zô) oleh suatu geseran sejauh 

k1 satuan kearah sumbu X, sejauh k2 satuan kearah sumbu Y dan sejauh k3 

satuan kearah sumbu Z, dalam bentuk perkalian matriks dinyatakan  
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9.2 Koordinat Homogen 

Jika kita evaluasi bentuk persamaan (9.1a), ternyata matriks A tidak 

dapat menyajikan transformasi geseran  sejauh m satuan kearah sumbu X dan n 

satuan kearah sumbu Y. Untuk memecahkan problem ini maka kita dapat 

memodifikasi persamaan (9.1a) tersebut menjadi bentuk lain sehingga Pô = PA 

dinyatakan  

 

    (xô   yô)  = PA + G  =  (ax+cy+m    bx+dy+n)          (9.12) 

 

dimana G merupakan matriks ordo 1x2 untuk transformasi geseran. Dari 

bentuk (9.12) dapat disimpulkan bahwa dalam transformasi bidang, matriks 

ordo 2x2 tidak dapat menyajikan transformasi transalasi dilakukan serentak 

dengan transformasi-transformasi refleksi, rotasi ataupun dilatasi. Dengan kata 

lain untuk perlakuan kesemua transformasi tersebut, diperlukan dua operasi 

matriks terhadap A dan kemudian G. Oleh sebab itu untuk jalan keluar agar 

transformasi tersebut dapat dilakukan secara kompak, kita lakukan penyajian 

matriks (x    y) dan (xô   yô) kedalam bentuk 

  

(x   y   1) dan (xô   yô   1) 
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sedangkan matriks koefisien A dan G kita ganti dengan matriks transformasi T 

ordo 3x3. Selanjutnya kita tuliskan formulasi baru yang dapat digunakan untuk 

perlakuan seluruh jenis transformasi tersebut sebagai berikut  

 

  (xô  yô  1) = (x  y  1)
ö
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õ

æ
æ
æ
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å
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0

0
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      = (ax+cy+m    bx+dy+n    1) 

atau dapat diringkas 

 

  Hô =  H T.                               (9.13) 

 

Kesimpulan yang didapat dari penyajian bentuk (9.1a) atau (9.12) terhadap 

persamaan (9.13) adalah bahwa problem transformasi titik P(x,y) ke Pô(xô,yô) 

di R2 dapat diselesaikan di R3 dengan memanfaatkan koordinat homogen di H3 

sebagai transformasi titik P(x,y,1) ke Pô(xô,yô,1). Oleh karena itu kita dapat 

mengevaluasi bentuk umum matriks 
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å
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dalam transformasi homogen di H3 berikut. Titik P(x,y) di R2, dapat dipandang 

sebagai titik P(xh,yh,h) di H3 dengan 

 
   x = xh / h     

  dan    

  y = yh / h 

 

dan titik hasil transformasi Pô(xô,yô) di R2 dipandang sebagai titik Pô(xhô,yhô,h) 

di H3  hasil transformasi  bentuk  

 

  (xhô   yhô   h) = (x   y   1) T             (9.14)               

dengan  
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  xhô = ax + cy + m 

             yhô = bx + dy + n 

             h   = px + qy + s 
atau jika dinormalisasikan dinyatakan sebagai 

 

      (xhô/ h    yhô/ h    1)  = (x   y   1) T           (9.15) 

 

dengan h tidak nol. Adapun untuk tafsiran geometrisnya dapat kita 

demonstrasikan seperti pada Gambar 9.9. 

Analog dengan solusi problem transformasi titik di R2, transformasi 

titik P(x,y,z) ke Pô(xô,yô,zô) di R3 dapat dilaksanakan secara serentak melalui 

transformasi refleksi, rotasi, dilatasi dan geseran dengan bantuan penyajian 

koordinat homogen bentuk normal di H4 berikut (Kusno, 2003) 

 

   (xhô/ h     yhô/ h    zhô/ h    1) = (x   y   z   1) T          (9.16) 

 

dengan T berupa matriks ordo 4x4 dan h tidak nol. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 9.9   Transformasi titik di R2 melalui bantuan Koordinat Homogen di 

H3  
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BAB 10 

PROYEKSI PERSPEKTIF DAN PARALEL  
 
 

Dalam bab ini dibahas beberapa jenis proyeksi perspektif dan paralel, 

serta penggunaannya di dalam membangun sistem grafik guna penyajian obyek 

pada layar monitor komputer. Melalui studi tersebut diharapkan kita dapat 

memahami perbedaan keperluan jenis proyeksi untuk visualisasi obyek 

berbantu komputer antara bidang komputer grafik, arsitek, seni, maupun untuk 

bidang pemodelan benda industri.   

10.1 Proyeksi Perspektif 

Dalam komputer grafik, proyeksi pespektif sangat bermanfaat untuk 
menyajikan benda agar nampak lebih alami seperti yang dialami oleh 
pandangan mata manusia. Untuk itu terdapat beberapa hal yang perlu diketahui 
sehubungan dengan proyeksi perspektif ini. Pertama, pusat proyeksi berjarak 
berhingga terhadap bidang proyeksi (bidang gambar) dan hasilnya secara 
umum tidak mengawetkan ukuran benda yang diproyeksikan. Selain itu, hanya 
garis-garis yang sejajar bidang proyeksi saja yang tetap sejajar, jika dipandang 
secara perspektif. 

Dalam proyeksi perspektif terdapat istilah titik lenyap, yaitu titik temu 
(konvergen) dari garis-garis sejajar. Tegasnya, titik lenyap dari suatu himpunan 
garis-garis sejajar G adalah suatu titik dimana sebarang garis selain melalui 
pusat proyeksi dan  sejajar terhadap himpunan garis-garis sejajar G tersebut, 
maka garis juga memotong bidang proyeksi. Jarak dan sudut mengalami 
perubahan akibat proyeksi, kecuali permukaan obyek yang diproyeksikan 
sejajar terhadap bidang proyeksi (bidang gambar). 
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            (a). Perspektif                                         (b). Satu Titik Lenyap L1 

 

                                                                                                                         

 

 

                                                     

                                                                                                            
           (c). Dua Titik Lenyap L1 dan L2          (d). Tiga Titik Lenyap L1, L2 dan L3 

Gambar 10.1 Perspektif dengan titik lenyap 

 

Proyeksi perspektif (kerucut), diklasifikasikan atas 3 (tiga) jenis, yaitu: 

1) satu titik lenyap 

2) dua titik lenyap 

3) tiga titik lenyap (Gambar 10.1).  

 

Dalam perhitungannya, ditentukan oleh 5 (lima) variabel berikut: 

a) kedudukan (arah) dari bidang gambar relatif terhadap obyek yang 

diproyeksikan 

b) kedudukan (ketinggian) bidang gambar relatif terhadap obyek 

c) jarak pusat proyeksi terhadap obyek 

d) jarak bidang gambar terhadap obyek 

e) pergerakan horisontal pusat proyeksi terhadap obyek. 

 

Adapun untuk formula praktis hitung ini, dapat diuraikan sebagai berikut. 

Pandanglah dalam sistem koordinat Cartesius tegak lurus [O,X,Y,Z], 

kita lekatkan ruang vektor [O,i,j ,k] dengan i, j  dan k merupakan vektor-vektor 

basis ortonormal di R3. Misalkan diketahui vektor posisi dari titik mata 

observator atau pusat proyeksi M(xo,yo,zo) adalah m dan titik benda B(xb,yb,zb) 
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adalah b. Persoalannya adalah mencari posisi titik gambar G(xô,yô,zô) pada 

bidang gambar G  hasil proyeksi titik benda terhadap titik mata  dengan vektor 

posisi g (Gambar 10.2). 

Jika kita definisikan titik awal bidang gambar G adalah ro dan arah 

sumbu-sumbunya pada arah vektor u dan v, maka vektor g dapat dinyatakan 

dengan 

 

 g = ro + xôu + yôv 

atau juga 

g = zô b + (1 ï zô) m. 

 

Jadi didapatkan hubungan 

 

ro + xôu + yôv = zôb + (1 ï zô)m.         (10.1) 

 

Dengan demikian dari persamaan (10.1) kita dapat menentukan koordinat titik 

gambar G(xô,yô,zô) melalui perkalian skalar dan vektor berikut (Faux, 1987). 

 

xô = [b ï m] . [v Ø (ro ï m)] . (1/w)                 (10.2) 

yô = [b ï m] . [u Ø (ro ï m)] . (-1/w) 

zô = [ro ï m] . [u Øv] . (1/w) 

dengan harga 

 

w = [b ï m] . [u Ø v]. 

 

Jika titik mata observator berjarak d dari bidang gambar, maka diperoleh  

 

m = ro + d n  

dan 

n = u Ø v 

 

Oleh karenanya persamaan (10.2) menjadi 
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xô = [- d(b ï ro) . u] . (1/w1)      (10.3) 

yô = [- d(b ï ro) . v] . (1/w1) 

zô = - d . (1/w1) 

dengan  harga 

 

w1 = [(b ï ro) . n] ï d.. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 10.2 Hitung proyeksi perspektif 

  

10.2 Proyeksi Paralel 

Definisi 4.1:  Misalkan t suatu bidang tidak paralel terhadap garis g. Titik M di 

ruang dapat dikawankan dengan titik Mô di t dengan cara 

menginterseksikan garis gô yang ditarik melalui M sejajar garis g 

memotong t. Titik Mô disebut proyeksi titik M ke bidang t secara 

paralel terhadap garis g dan selanjutnya metode proyeksi ini kita 

sebut sebagai metode proyeksi paralel atau proyeksi silindrik 

(Gambar 10.3). 
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  (a). Garis Arah g Miring terhadap Bidang t     (b). Garis Arah g Tegaklurus  

            Bidang t 
 

Gambar 10.3 Proyeksi paralel (silindrik). 

 

Terdapat beberapa sifat sehubungan dengan proyeksi paralel, yaitu: 

a) jika A, B, C tiga titik berbeda dan Aô, Bô, Cô masing-masing proyeksinya di 

bidang t, maka '//'//' CCBBAA ; 

b) jika tiga titik A, B, C pada satu garis yang tidak sejajar bidang proyeksi t, 
maka proyeksinya Aô, Bô dan Cô juga segaris. Dalam hal ini jika B diantara 

A dan C, maka Bô diantara Aô dan Cô(Gambar 10.4b);   

c) jika garis g//gô dan keduanya tidak sejajar bidang proyeksi t, maka 

proyeksinya pada bidang t sejajar atau berimpit (Gambar 10.4c); 

d) jika P1P2P3...Pn suatu poligon konveks, maka proyeksinya P1ôP2ôP3ô...Pnô 

adalah poligon konveks; 

e) proyeksi segmen garis AB  menurut arah garis g terhadap dua bidang 

proyeksi t1 paralel t2, didapatkan segmen-segmen garis yang kongruen. 

 

 

 

 

 

M 

 
Mô 

 

g 

 

gô 

 

t 
 

g 

 M 

 

Mô 

 
gô 

 

t 
 



 Beberapa bentuk system koordinat 

 

1

4

8 
 

                                                                                                                        

                                                                                                                                                    

 

                                                              

                                 

 

 

 

 

 

 

(a). Posisi Pusat Proyeksi   (b). Tiga Titik Segaris      (c). Dua Segmen Sejajar 

Gambar 10.4 Proyeksi paralel  

 

Dalam proyeksi paralel, secara umum terdapat 2(dua) jenis proyeksi, yaitu: 

a).  Proyeksi paralel ortogonal (tegaklurus)  

Dalam proyeksi ini arah garis proyeksinya adalah tegaklurus terhadap 

bidang proyeksi. Sedangkan jenisnya antara lain: 

1).  Proyeksi aksonometri (ortografik) 

yaitu proyeksi paralel pada bidang yang menyajikan obyek secara tiga 

dimensi agar tampak alami. Pada proyeksi ini menampilkan bagian 

muka obyek, samping dan bagian belakang obyek. Bentuk dan ukuran 

ketinggian tidak dipertahankan kecuali bagian muka obyek yang sejajar 

terhadap bidang proyeksi (Gambar 10.5). Sudut siku-siku tidak 

dipertahankan, lingkaran disajikan kedalam bentuk elips. Proyeksi ini 

umumnya dipakai dalam penyajian konstruksi komponen-komponen 

mesin dan struktur obyek. Jenisnya ada tiga menurut arah bidang 

proyeksi, yaitu besarnya sudut yang dibentuk antara bidang tersebut 

terhadap sumbu-sumbu koordinat. Kita dapatkan proyeksi:  

- isometrik, jika ketiga sudut adalah sama. Ketiga sumbu koordinat 

dipendekkan dalam perbandingan yang sama. 

-  dimetrik, jika ketiga sudut adalah sama. Dua sumbu koordinat 

dipendekkan dalam perbandingan yang sama. 
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-  trimetrik, jika ketiga sudut adalah berbeda. Ketiga sumbu koordinat 

dipendekkan berbeda. 

2).  Proyeksi industri 

yaitu menyajikan dua atau beberapa permukaan obyek secara eksak. 

Banyaknya sudut pandang permukaan obyek tergantung dari 

kompleksitas permukaan obyek. Dalam proyeksi ini sering digunakan 

garis titik-titik atau tersembunyi  dan proyeksi ini umumnya dipakai 

dalam gambar teknik atau arsitektur. 

 

 

 

                                                                 

 

 

 

                                                                                                                            

                                                                                                      

                                                

 

 

 

 

Gambar 10.5  Proyeksi aksonometri 

 

b).  Proyeksi paralel miring  

Pada proyeksi miring, garis arah proyeksi adalah miring terhadap bidang 

proyeksi. Tipe ini digunakan untuk menyajikan obyek dalam satu 

permukaan dari aspek tiga dimensi dan dikarakterisasi oleh besarnya sudut 

yang dibentuk antara bidang proyeksi dengan garis arah proyeksi. Garis-

garis lenyap umumnya digambarkan membentuk sudut-sudut 30o atau 45o 

terhadap horisontal. Jenisnya antara lain adalah (Gambar 10.6): 

1) proyeksi kavaleri, jika garis lenyap membentuk sudut 45o dan tidak 

dipendekkan. 

2) proyeksi kabinet, jika garis lenyap membentuk sekitar 63,4o dan 

dipendekkan dengan perbandingan ½. Dalam hal aplikasi, proyeksi 

kabinet nampak lebih alami dan realistik daripada proyeksi kavaleri. 

X 

Y 

Z 

O 
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 (a). Proyeksi Kavaleri                   (b). Proyeksi Kabinet 

 

Gambar 10.6  Proyeksi Kavaleri dan Kabinet. 

 

Untuk mendapatkan formulasi praktis tentang hitung proyeksi paralel, 

kita perlu melakukan beberapa tahapan analisa berikut. Pandanglah dalam 

sistem koordinat Cartesius tegak lurus [O,X,Y,Z], kita lekatkan ruang vektor 

[O,i,j ,k] dengan i, j  dan k merupakan vektor-vektor basis ortonormal di R3. 

      Pandang titik obyek yang akan diproyeksikan pada bidang proyeksi 

(bidang gambar), dinyatakan dengan vektor r . Arah proyeksi mengikuti vektor 

u dan posisi titik hasil proyeksi (titik gambar) yang terletak di bidang proyeksi 

(bidang gambar) dinyatakan oleh vektor rô. Bidang gambar bertitik awal pada 

ro dan berkoordinat menurut arah vektor u1 dan u2 (Gambar 10.7). 

                                                                                                           

                                                                                    

                                                                  

                                                                          
                                                                

                                                                

                              

 

 

 

Gambar 10.7  Hitung proyeksi paralel 

 

Berdasar dari ketentuan-ketentuan tersebut, maka dapat diperoleh beberapa 

hubungan berikut  

1 1 
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Y 
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 r ' = r  ï zôu  atau rô = ro + xôu1 + yôu2 

sehingga  

r  ï ro =  xôu1 + yôu2 + zôu.                              (10.4) 

 

Jadi koordinat titik gambar xô, yô dan zô di bidang proyeksi adalah 

 x'  = ).(

)).((

21

20

uuu

uurr

x

x-
;     

yô = ).(

)).((

12

10

uuu

uurr

x

x-
;                                              (10.5) 

zô = ).(

)).((

21

210

uuu

uurr

x

x-
. 

 

Jika bidang proyeksi dipilih tegaklurus terhadap garis proyeksi, maka formulasi 

koordinat titik gambar menjadi  

 

 x' = (r -ro).u1;   yô = (r -r o).u2;   zô = (r -ro).u.       (10.6) 

 

10.3 Sistem Koordinat Observator dan Proyeksi ke Monitor 

Pada bagian ini kita bahas sistem grafik dimensi tiga dengan bantuan 

konsep transformasi  titik  melalui  penyajian koordinat homogen dan proyeksi 

perspektif (Kusno 2003). Dalam hal ini terdapat dua versi studi guna 

menyajikan obyek di ruang. Versi pertama, titik pandang pada layar monitor 

dianggap tetap dan  benda ditransformasikan sesuai dengan keinginan kita. 

Versi kedua,  benda yang kita pandang tetap dan titik pandang observator 

relatif yang harus berpindah (bergerak). Adapun dalam pembahasan ini kita 

tertarik versi yang kedua agar mendapatkan penyajian obyek yang lebih alami. 

Untuk itu berkenaan dengan Gambar 10.8a, pandanglah hal-hal berikut: 

a. benda direferensikan terhadap sistem tetap [O,X,Y,Z]; 

b. mata observator direferensikan terhadap sistem relatif [M,Xo,Yo,Zo] 

c. monitor dipandang bidang yang tegaklurus segmen OM dan terletak pada 

jarak d dari mata observator 

d. sumbu Zo dari sistem observator diarahkan pada titik asal O. 

Selanjutnya dengan batuan koordinat sperik (bola) untuk menyatakan 

posisi titik mata observator M(xo,yo,zo), kita cari matriks transformasi T4x4 yang 
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berguna untuk mengobservasi benda melalui metode Dony (1990) dan Watt 

(1989) berikut (dimulai dari Gambar 10.8a.i): 

a. Translasikan titik awal O ke M, maka didapatkan relasi 

xo = R.Cos q.Cos f 

yo = R.Sin q .Cos f 

zo = R.Sin f 

 dan matriks translasinya adalah: 

T1 = 

ö
ö
ö
ö
ö

÷

õ

æ
æ
æ
æ
æ

ç

å

--- 1

0100

0010

0001

ooo zyx

. 

 Hal ini berarti  sistem [O,X,Y,Z] ditransformasikan ke sistem [M,X1,Y1,Z1] 

seperti terlihat pada Gambar 10.8a.ii. 

b. Rotasikan  sistem  [M,X1,Y1,Z1]  terhadap Z1 agar sumbu Y1 negatif 

memotong sumbu Z. Adapun matriks rotasinya adalah 

T2 = 

ö
ö
ö
ö
ö

÷

õ

æ
æ
æ
æ
æ

ç

å

-

1000

0100

00

00

qq

qq

SinCos

CosSin

. 

dan hasilnya kita dapatkan sistem [M,X2,Y2,Z2] seperti Gambar 10.8a.iii. 

c. Rotasikan sistem [M,X2,Y2,Z2] dari (90o + f) terhadap sumbu X2, yaitu 

memutar sumbu Z2 menuju ke O, sehingga didapat sistem  [M,X3,Y3,Z3] 

seperti terlihat pada Gambar 10.8a.iv. Matriks rotasinya adalah 

T3 = 

ö
ö
ö
ö
ö

÷

õ

æ
æ
æ
æ
æ

ç

å

-

--

1000

00

00

0001

ff

ff

SinCos

CosSin
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d. Konversikan sistem tetap yang telah didapat [M,X3,Y3,Z3] ke sistem relatif 

[M,Xo,Yo,Zo], yaitu cukup mengganti arah sumbu X3 secara berlawanan, 

seperti terlihat pada Gambar 10.8a.i. Matriks transformasinya adalah 

 

T4 = 

ö
ö
ö
ö
ö

÷

õ

æ
æ
æ
æ
æ

ç

å

-

1000

0100

00

00

qq

qq

SinCos

CosSin

. 

e. Menghitung matriks T4x4 yang dicari melalui perhitungan 

T4x4  = T1.T2.T3.T4.                                                    (10.7) 

Dengan menggunakan konsep dasar penyajian koordinat homogen bentuk 

normal di H4 dan bentuk (10.7), maka transformasi dari sistem tetap benda 

[O,X,Y,Z] ke sistem relatif observator [M,Xo,Yo,Zo], dapat ditentukan dengan 

(x  y  z  1). T4x4 = (xo  yo  zo  1). 

Hal ini berarti bahwa semua titik dalam sistem tetap benda [O,X,Y,Z] akan 

menjadi sistem relatif observator [M,Xo,Yo,Zo] melalui formulasi berikut: 

  

xo = -x.Sin q + y.Cos q ;                                               (10.8) 

yo = -x.Cos q.Sin f ï y.Sin q.Sin f + z.Cos f ; 

zo = -x.Cos q.Cos f ï y.Sin q.Cos f ï  z.Sin f + R. 

Misalkan sembarang titik P(xo,yo,zo) dalam sistem koordinat relatif 

observator [M,Xo,Yo,Zo]. Proyeksi perspektifnya ke layar monitor G, dapat 

dirumuskan sebagai berikut (Gambar 10.8b). Kita tetapkan posisi monitor 

tegaklurus sumbu Zo dan berjarak d dari M, maka proyeksi titik P ke monitor 

Pô(xG,yG) jika dihitung melalui kesebangunan segitiga, berlaku: 

 

 xG = [d.xo]/zo  

dan  
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yG = [d.yo]/zo.                                                                                                        (10.9) 

Selanjutnya untuk simulasi hasil dampak perubahan parameter q, f dan d 

dalam penyajian kurva dan permukaan, dapat dilihat pada Gambar 10.8c 

berikut. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(a) Transformasi koordinat benda ke koordinat observator 
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(b) Proyeksi titik obyek dalam koordinat observator ke monitor (a) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(c) 

 

Gambar 10.8 Sistem koordinat observator dan proyeksi ke monitor 
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BAB 11 

SIFAT-SIFAT LOKAL  

KURVA DAN PERMUKAAN NATURAL  
 

 

 Desain bentuk benda, umumnya dibangun melalui formula yang tidak 

unik. Dengan kata lain, pemodelan bentuk benda banyak dibangun melalui 

prinsip penggabungan beberapa bagian benda yang lebih kecil untuk 

mendapatkan bentuk benda secara utuh. Untuk itu agar operasi penggabungan 

optimal, maka kita perlukan studi lokal tentang kurva dan permukaan. 

Tujuannya adalah agar kita dapat menggabung beberapa potongan 

kurva/permukaan dengan mulus (baik ke arah datar, lengkung, ataupun 

berpuntir)  sehingga benda yang didesain kelak bentuknya menjadi baik/indah. 

 

11.1 Sifat-sifat Lokal Kurva  

Pada bagian ini kita diskusikan tentang penyajian parametrik reguler 

kurva, gerakan trihedron dan penyajian Frenet kurva. Untuk itu, kita 

definisikan selanjutnya peristilahan kurva reguler berikut ini. 

Definisi 11.1 : Suatu kurva X(t) dengan t dalam domain real I disebut dalam 

penyajian parametrik reguler klas Cn jika dipenuhi kondisi 

    a). X(t) suatu fungsi 1-1, klas Cn  

    b). X ô(t)  ̧O untuk semua t Í I.  

  Perubahan parameter t = t(f) pada If dapat dilakukan dalam Cm, 

jika  t(f) dalam klas Cm di If dan (dt/df)  ̧0 untuk semua f Í I. 

    

Misalkan X(s) suatu kurva reguler G dari klas Cn²2 dalam penyajian 

parameter natural s, maka vektor satuan tangensial t(s), vektor kelengkungan 

k(s), normal satuan n(s) dan vektor binormal b(s) dapat dinyatakan dalam 

persamaan-persamaan berikut 

  t(s)   = 
¶

X (s)                                                                  

 (11.1) 

k(s)  =  
¶

t (s)  =
¶¶

X (s)  = k(s) n(s) 

b(s)  =  t(s) Ø n(s)  
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dengan k(s) suatu fungsi kelengkungan berharga real dari s. Pasangan (t,n,b) 

disebut gerakan trihedron kurva G (Gambar 11.1). Selanjutnya dari bentuk 

(11.1), harga 
¶

b (s) dapat dinyatakan oleh 

                    
¶

b (s) = - t(s) n(s)    (11.2) 

dengan t(s) merupakan fungsi puntiran (torsi) berharga real kurva G. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 11.1 Gerakan trihedron 

 

Andaikan G  klas  C3, maka perilaku X(s) = P di titik sekitar Po = X(0) 

pada jarak aljabar h  0 dapat dinyatakan dengan ekspresi Taylor 

 

PoP = h )0(
¶

X  + (1/2)h2 
)0(

¶¶

X + (1/3)h3 )0(
¶¶¶

X  + D(h3).       (11.3) 

 

Dalam hal pasangan (t,n,b) dinyatakan (e1, e2, e3), bentuk Frenet dari  (11.3) 

dapat ditulis sebagai 

PoP  =  [h ï 1/6 (ko
2) h3] e1  + ½[ko h

2 + (1/3) (
¶

ko) h
3] e2   

        + [(1/6) ko to h3] e3   + D(h3).         (11.4) 

 

11.2 Sifat-sifat Lokal Permukaan 

Definisi 11.2 : Suatu permukaan parametrik S(u,v) disebut permukaan reguler 

klas Cn jika semua titik di S(u,v), untuk suatu open set U di 

bidang UV, dipenuhi kondisi 

    a). S(u,v) klas Cn  

    b). jika S(u,v) = f1(u,v)i + f2(u,v)j  + f3(u,v)k, maka  

t 
n 

b 
G 

X (t) 
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Dari definisi kereguleran permukaan, selanjutnya kita sajikan definisi 

matematik dan sifat-sifat lokal permukaan parametrik, yaitu persamaan 

kelengkungan prinsipal dan paraboloida oskulator. Untuk itu, pertama 

anggaplah sebuah titik Mo pada permukaan parametrik S(u,v) dengan bidang 

singgung di titik tersebut, misalkan Vo. Jika titik Mo bergerak menuju titik lain 

Mo + dr  pada permukaan, maka kita dapatkan kuantitas skalar (tulislah dengan 

simbul ds) dari vektor aproksimasi dr  yang terletak pada Vo dengan titik asal 

Mo berikut. 

  dr  . dr   
º  

ds2 

 

  ds2       =   [Su(uo,vo) du + Sv(uo,vo) dv] . [Su(uo,vo) du +  Sv(uo,vo) dv] 

 

                         =  óSu(uo,vo)ó
2 du2 + 2 [Su(uo,vo). S

v(uo,vo)] du dv + ó

Sv(uo,vo)ó
2 dv2   

 

atau juga 

     

 ds2      = e du2 + 2 f du dv + g dv2       (11.5)              

 

dimana   e  =  óSu(uo,vo)ó
2

,     

               f  =   [S
u(uo,vo). S

v(uo,vo)],        

               g  =  óSv(uo,vo)ó
2

. 

 

Persamaan (11.5) disebut  "Bentuk Dasar I Gauss". 

 

Jika S
u(uo,vo) dan S

v
(uo,vo) saling tegaklurus, maka  f = 0. Dilain fihak, 

normal satuan pada titik  Mo dari permukaan adalah 
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 ns(uo,vo) =  [S
u (uo,vo)  Ø  S

v
(uo,vo)] / óS

u (uo,vo) Ø S
v
(uo,vo)ó. 

 

Pandanglah sebuah kurva G pada permukaan S(u,v) dan melalui titik 

Mo dengan t adalah vektor satuan tangensialnya. Maka vektor t adalah 

tegaklurus pada vektor normal satuan  ns dari permukaan, yaitu 

 

  t . ns  =   0.  

 

Dengan menderivasi terhadap panjang busur s dari kurva  G,  maka didapat 

 

  dt/ds . ns   +  t . dns/ds  = 0,  

  [kc . ns]     + t . dns/ds  = 0  

  atau 

              [(kc  nc) . ns]  +  t . dns/ds  = 0          (11.6) 

 

dengan  kc , kc, dan nc masing-masing adalah vektor kelengkungan, 

kelengkungan dan vektor normal satuan dari kurva. Jika kuantitas   

 

             kn =  [kc . ns]   

menyatakan kelengkungan normal, yaitu proyeksi dari vektor kelengkunagn kc 

dari kurva pada vekror normal satuan ns dari permukaan pada titik Mo, kita 

dapat menyederhanakan bentuk (11.6) dengan cara 

  kn  =  kc Cos j  

         = - t . dns/ds   

                  =  -  (ds . dns)/ds2.        (11.6a)
 

  

Sudut j adalah sudut yang dibentuk antara vektor normal satuan 

permukaan dengan vektor normal prinsipal kurva G. Substitusikan  (11.5) ke 

(11.6a), didapat 

 

            kn   =   kc Cos j   
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         =  (E du2 + 2 F du dv + G dv2)/ [e du2 + 2 f du dv + g dv2] (11.7)            

dimana 

  E  =  - Su. ns
u 

  F  = - 1/2 (S
u
.ns

v
 + S

u
 .ns

v
) 

  G  =  - S
v
.ns

v. 

 

Kuantitas  E du2 + 2 F du dv + G dv2
 
disebut  "Bentuk Dasar II Gauss".  

 

Bentuk (11.7) menunjukkan bahwa kn adalah sebuah pemetaaan dari du 

dan dv. Bentuk ini bergantung dari proporsi du : dv,  yaitu arah dari garis 

singgung kurva pada titik Mo. 

 

Catatan:  Deferensial   

  S
u
. ns = 0   

             dan    
             S

v
. ns = 0   

 

memberikan empat persamaan 

 

          S
uu

. ns  + S
u
. ns

u
  =  0                S

vu
. ns

  
+ S

v
. ns

u
 = 0 

           

           S
uv

. ns  + S
u
. ns

v
  =  0                  S

vv
. ns  + S

v
. ns

v
 = 0. 

 

Jadi koefisien E, F dan G dapat dinyatakan sebagai 

          E  =   S
uu

. ns            

          F  =   S
uv

. ns           

         G  =   S
vv

. ns.         (11.8) 

 

Pandanglah semua bidang yang melalui titik Mo pada permukaan S(u,v) 

dan memuat vektor normal satuan ns. Maka normal-normal dari kurva-kurva 

interseksi antara bidang dan permukaan adalah paralel ns.  Misal G1 sebuah 

kurva melalui titik Mo. Kita sebut "potongan normal" dari kurva G1 pada Mo 
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di permukaan adalah semua potongan sembarang dari bidang yang melalui 

vektor ns pada titik Mo dan memuat tangen yang sama dari kurva G1. Pada 

kasus ini,  tulislah kc adalah kelengkungan dari kurva  G1 dan r adalah 

kelengkungan dari potongan normal. Karena semua kurva adalah dalam 

orientasi sama, maka persamaan (11.8) didapat 

 

  kn   =  kc Cos j   

                =  ° 
r. 

                         

Jadi, didapat teorema Meusnier berikut. 

 

Teorema 11.1: Semua kurva yang memiliki garis singgung sama di titik Mo 

pada suatu permukaan, memiliki kelengkungan  sama pada 

titik tersebut. Jelasnya, nilai dari kelengkungan normal pada 

titik Mo dari kurva G1 atas suatu permukaan adalah sama 

terhadap kelengkungan dari potongan normal yang melalui 

tangen dari kurva di titik itu. 

 

Dari persamaan (11.8), dapat disimpulkan bahwa semua kelengkungan 

normal  kn dari kurva pada suatu permukaan dengan arah d atas bidang 

singgung, memenuhi 

 

  (kn e - E) du2 + 2 (kn f - F) du dv + (kn g - G) dv2  = 0.        (11.9) 

 

Jika selanjutnya 

            t  = du/dv   

  dan 

   t* = dv/du  

 

menyatakan arah tangensial dari potongan normal, maka persamaan tersebut 

dapat ditulis  

  Q(kn ,t)  = At2 + 2Bt + C  = 0 
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  dan 

  Q(kn ,t*) = A  + 2Bt* + Ct*2  = 0 

dimana      

  A =  (kn e  -  E)                                         

  B =  (kn f  -  F) 

  C =  (kn g  - G). 

Dengan menurunkan masing-masing t dan t*, didapat 

 

  ( k n  e - E) du    +  (kn  f  -  F) dv  =  0 

 

  ( k n  f - F)  du    +  (kn  g - G) dv  =  0.     (11.10) 

 

Persamaan tersebut memiliki solusi tidak  nol jika dan hanya jika 

 

  
k k

k k

n n

n n

e E f F

f F g G

- -

- -
=0.                             (11.11) 

 

Bentuk tersebut adalah persamaan dari derajat dua dari k n. Penyelesaiannya 

adalah nilai ekstrim berbentuk dua kelengkungan prinsipal berbeda k1  dan  k2,  

atau mungkin kelengkungan prinsipal unik dari dua multiplisitas, yaitu titik 

umbilik. Jadi didapat teorema berikut. 

 

Teorema 11.2: Kuantitas k  adalah kelengkungan prinsipal jika dan hanya jika 

k  adalah solusi dari 

 

  [eg  -  f2] k
2 -  [eG - 2fF + gE  ] k  +  [EG ï F2]  =  0.  (11.12) 

 

Kedua arah sehubungan dengan solusi persamaan (11.12) "arah prinsipal". 

Pandanglah permukaan S(u,v) dari klas C2dengan bidang singgung pada 

titik  

 

   Mo  =  S(uo,vo)  
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adalah  Vo dan vektor normal satuannya  ns. Kita dapatkan pengembangan 

Taylor  pada persekitaran S(uo,vo) sebagai 

  S(uo+Du,vo+Dv)  =  S(uo,vo) + [Su (uo,vo) Du +  Sv (uo,vo)  Dv] +  

                                      1/2!.[ S
uu(uo,vo) Du2 + 2 Suv(uo,vo) Du  Dv + 

                                                      Svv (uo,vo) Dv2] + O( Du2 + Dv2). 

 

Karena itu jarak aljabar d,  dari titik  P = S(uo+Du ,vo+Dv) pada bidang 

singgung Vo diberikan oleh  

  d   =  Ds . ns   

              =  [S(uo+Du ,vo+Dv)  -  S(uo,vo))] . ns 

              =  1/2 [Suu(uo,vo) . ns  Du2  + 2  Suv (uo,vo) . ns  Du Dv  +  

                                          S vv (uo,vo) .ns Dv2 ] + O( Du2+ Dv2). 

Dari persamaan terakhir, didapat 

 

  d = 1/2(E Du2 + 2 F Du Dv + G Dv2) + O( Du2 +  Dv2)    (11.13) 

 

dimana 

  E  =  Suu
 
. ns      

  F  =  Suv . ns         

  G  =  S vv . ns. 

 

Koefisien-koefisien E, F dan G adalah Bentuk Dasar II Gauss. 

 

Misalkan sekarang pada bidang singgung tersebut, kita pandang sebuah 

vektor x  pada arah  Su (uo,vo);  vektor  y  pada arah  Sv (uo,vo), dan ns(uo,vo) 

adalah vektor normal pada titik S(uo,vo). Dalam sistem dengan pusat S(uo,vo) 

dan sumbu-sumbu 

 

[Su (uo,vo), S
v (uo,vo), ns(uo,vo)] 
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kita dapat melekatkan permukaan secara lokal dengan permukaan yang ditulis 

dalam bentuk persamaan paraboloida oskulator berikut 

 

  z = 1/2 ( E x2  + 2 F x y + G y2 ).                         (11.14) 

 

11.3 Tipe-tipe Titik di Permukaan dan Permukaan Pelat Natural 

Kita ketahui bahwa nilai dari kelengkungan utama permukaan reguler 

S(u,v) ditentukan oleh bentuk  

 

  [eg - f2] k
2 -  [eG - 2fF + gE ] k  +  [EG - F2]  =   0 

 

dengan e,f,g dan E,F,G adalah koefisien bentuk Gauss I dan II. Jika 

perhitungan bentuk tersebut dinyatakan  

 

  k
2 -  [k1+ k2] k  +  [k1.k2]  =   0  

 

maka didapatkan 

   K  =  k1 . k2    

              =  [EG - F2] / [eg - f2]     (11.15) 

  H  = 1/2 . [ k1+ k2 ]   

              = 1/2 . [eG - 2fF + gE ] / [eg - f2].                          (11.16) 

 

Harga   

   K = k1 . k2  

 

disebut òKelengkungan Gaussò, sedangkan 

    

   H = 1/2.[k1+ k2]  

 

disebut òKelengkungan Rata-rataò. Dalam hal  K> 0, sebarang titik MoÍ
S(u,v) dikatakan titik elliptik. Jika  K<0, titik Mo disebut  titik hiperbolik. 

Akhirnya, jika harga k1 = 0 atau k2 = 0, dan K dianulir, titik Mo dikatakan  titik 
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parabolik. Dalam hal khusus K dan  H tidak nol bersamaan, disebut titik pelat 

(Gambar 11.2). 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 11.2  Tipe-tipe titik di permukaan 

 

  Permukaan jenis yang terakhir ini, yaitu jenis titik-titiknya karakter 

pelat, memiliki sifat bahwa jika ke arah parameter u berupa kurva, maka ke 

arah parameter v berupa garis (generatris) atau sebaliknya. Selain itu semua 

titik pada garis tersebut normalnya adalah konstan (Kusno, 1998). Dengan 

demikian jika bentuk  S(u,v) = f(u) + v g(u) merupakan permukaan garis 

(natural), maka dapat disimpulkan bahwa permukaan garis S(u,v) adalah plat 

jika dan hanya jika ketiga vektor [g'(u), f '(u), g(u)] saling bergantung, yaitu 

 

  det (g', f ', g) = 0          (11.17) 

  atau   

  [g' Ø f ' . g]   = 0. 

 

ns

Mo

K <0

Mo

ns

Mo

ns

K > 0
          K = 0,  H >< 0 

 



 Bagian I 

 

167 

BAB 12 

KURVA DAN PERMUKAAN  

DALAM  

COMPUTER AIDED GEOMETRIC DESIGN 
 

 

Pada bagian ini kita sajikan beberapa bentuk standar kurva dan 

permukaan yang sering dipakai dalam bidang Computer Aided 

Design/Manufacturing (CAD/CAM), yaitu kurva dan permukaan Bezier dan 

B-Splin. Tujuannya adalah agar kita dapat mengetahui sifat-sifat dasar dari 

kedua tipe kurva dan permukaan tersebut dan mampu menunjukkan 

kelebihan/kekurangannya di dalam pemodelan benda. Selain itu, dibahas pula 

algoritma Casteljau dan de-Boor guna mengevaluasi potongan-potongan 

kurva/permukaan dari masing-masing jenis kurva dan permukaan dimaksud. 

Akhir dari bab ini kita perkenalkan beberapa bentuk formula parametrik benda-

benda standar beserta contoh visualisasinya di komputer agar lebih lanjut dapat 

digunakan sebagai bahan praktek desain beberapa bentuk benda sederhana 

melalui programasi komputer. 

12.1 Penyajian Bentuk Aljabar dan Geometri 

      Telah dijelaskan bahwa pemilihan bentuk persamaan kurva atau 

permukaan adalah sangat penting guna memudahkan operasi rancang bangun 

obyek (benda). Sehubungan dengan hal itu, pada bagian ini kita pelajari 

penyajian kurva dengan pendekatan bentuk aljabar dan geometri. Tujuannya 

adalah untuk memperkenalkan adanya fungsi-fungsi basis dalam penyajian 

kurva (permukaan) guna memudahkan perancangan obyek. 

      Misalkan kurva kubik parametrik P(u) dinyatakan dalam bentuk aljabar 

 x(u) = aox + a1x u + a2x u
2 + a3x u

3     (12.1) 

 y(u) = aoy + a1y u + a2y u
2 + a3y u

3                  

 z(u) = aoz + a1z u + a2z u
2 + a3z u

3 

 

dengan parameter u dibatasi dalam interval 0 ¢ u ¢ 1 atau u Í [0,1]. 

Pembatasan terhadap harga parameter u ini dimaksudkan agar segmen kurva 

yang terbangun terbatas dan mudah dikontrol.  



 Beberapa bentuk system koordinat 

 

1

6

8 
      Dalam penyajian (12.1), kita dapatkan 12 (dua belas) koefisien 

konstan yang disebut sebagai koefisien aljabar. Setiap himpunan 12 koefisien 

tersebut, maka mendefinisikan sebuah kurva yang unik (tunggal). Sebaliknya, 

untuk setiap dua kurva ruang berbeda, maka kita dapatkan dua himpunan 12 

koefisien yang berbeda. Selanjutnya dari kurva bentuk (12.1), tulislah kedalam 

fungsi vektorial (parametrik) 

 

 P(u) = ao + a1 u + a2 u
2 + a3 u

3.                 

   (12.2) 

Kemudian, tetapkan beberapa kondisi berikut 

 P(0) = ao         (12.3) 

 P(1) = ao + a1 + a2  + a3 

 Pu(0) = 
du

d )0(P
 = a1 

 Pu(1) =  du

d )1(P
= a1 + 2 a2 + 3 a3 

 

dengan ao, a1, a2 dan a3  merupakan vektor-vektor yang ekivalen dengan 

koefisien-koefisien skalar aljabar. 

      Jika sistem persamaan (12.3) diselesaikan, maka harga vektor-vektor 

ao, a1, a2 dan a3 diperoleh 

 ao = P(0)                    (12.4) 

 a1 = Pu(0) 

 a2 = - 3 P(0) + 3 P(1) ï 2 Pu(0) ï Pu(1) 

 a3 =   2 P(0)  ï 2 P(1) +   Pu(0) + Pu(1). 

Jika persamaan (12.4) ini selanjutnya disubstitusikan ke persamaan (12.2), 

maka didapatkan bentuk kurva Hermit (Mortenson, 1985) 

 P(u) = P(0)  H1(u) ï P(1) H2(u) + Pu(0) H3(u) + Pu(1) H4(u)   (12.5) 

dinotasikan P(u) = Po H1 ï P1 H2 + Po
u  H3 + P1

u H4  dengan fungsi-fungsi basis 

H1(u), H2(u), H3(u) dan H4(u) beharga 

H1(u) = 2u3 ï 3u2 + 1  H2(u) = - 2u3 + 3u2      (12.6) 

H3(u) = u3 ï 2u2 + u  H4(u) = u3 ï u2. 
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Bentuk persamaan (12.5) disebut sebagai penyajian kurva dalam bentuk 

geometrik dan Po, P1, Po
u dan P1

u disebut koefisien geometrik. Sedangkan 

fungsi-fungsi H1(u), H2(u), H3(u) dan H4(u) dalam persamaan (12.6) disebut 

basis Hermit. Adapun untuk tafsiran geometrik tentang vektor-vektor  

geometrik dari kurva kubik tersebut, disajikan dalam Gambar 12.1 berikut. 

 

                                                   

                                    

 

                                                                           

                                                                                                                             

                                                                                                     

                                   

 

 

 

Gambar 12.1 Vektor-vektor geometrik kurva kubik 

 

12.2 Kurva dan Permukaan Bezier 

Kurva non-rasional Bezier derajat n dinyatakan dalam bentuk (Bezier, 

1987):  

 

C(t)  =   ä
=

n

i
i

0
P  B

n

i (t)   dan  0  ¢  t  ¢  1       

(12.7) 

dimana B
n

i (t)  =  
iinn

i
ttC .)1( --    dan    )!(!

!

ini

n
C

n

i -
= . 

Pada persamaan tersebut, titik-titik Pi disebut koefisien geometrik atau titik 

kontrol kurva C(t). Tititk-titik tersebut berharga real. Untuk semua t Í[0,1], 

kurva memiliki sifat antara lain berikut ini. 

 

1). Invariant Affine: misal sebuah pemetaan Affin dari R3  ke R3,  maka 

 

X 

Y 

Z 

O 

u = 0 

u = 1 

P

0 
P

0 

P0
u 

P

1 
P1

u P(u) 

Pu(u) 
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 f(C(t)) =  )()(
0

tf B
n

i

n

i
iä

=
P . 

 

2). Konveks dan  ä
=

=
n

i

n

i
tB

0

1)( . 

 

3). Positif:  0)( ²tB
n

i ;   "i = 0 , ..., n.    

po

p1

p2

p3
 

 

Gambar 12.2 Kurva kubik Bezier 

 

 

4).  Linier: )()1()()(
11

1
ttttt BBB

n

i

n

i

n

i

--

-
-+=  untuk semua i = 1,..., n-1 

 

)()1()(
1

00
ttt BB

nn -
-=   

      dan   

)()(
1

1
ttt BB

n

n

n

n

-

-
= . 

5). Pengurangan variasi, yaitu: jumlah interseksi sebuah bidang sembarang 

dengan kurva Bezier adalah lebih kecil atau sama dengan banyaknya 

bidang tersebut dengan poligon Bezier. 

6).  Simetris:  )1()( tt BB
n

in

n

i
-=

- . 

7). Perubahan global bentuk kurva disebabkan karena perubahan titik-titik 

kontrol. 
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8).  Kenaikan derajat  n  menuju derajat n+1: 

C(t)  º   ä
+

=

*
1

0

n

i
iP  B

n

i

1+

(t)    

     dengan 

Pi
* 

=  li Pi -1 + (1 - li) Pi   dan   li = i/(n+1);  i = 1, ..., n. 

                                 

      Kita dapat memanfaatkan sifat-sifat linier  (4) untuk mengevaluasi 

kurva Bezier C(t) pada sebuah harga (sebagai data) s, dengan ekspresi titik 

perantara  

Pi
(n)

(s)  =  (1-s)  Pi-1
(n-1)  

+  s   Pi
(n-1)

                    (12.8)                                

dimana Pi
(0)

(s)  =  Pi, didapat persamaan   

             Po
(n)

(s) = C(t)   

 

menurut prosedur hitungan segitiga berikut. 
     

    
 

    Po
(0)

 

               Ċ 

                     Po
(1)

 

               Ĉ                 

    P1
(0)

                          .                     

    .          Ċ    .               .     Po
(n-1)

  
Ċ

             

    .                 .               .                       Po
(n)

  =  C(t)       (12.9) 

    .           Ĉ                   .     P1
(n-1)

 
Ĉ 

    

    Pn-1
(0)

                      .             

                Ċ                

                      Pn-1
(1)

   

               Ĉ               

    Pn
(0)
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Kurva C(t) dalam persamaan (12.9) dapat dicacah kedalam dua bagian 

sub kurva C1(t) dan C2(t) dengan titik-titik kontrol masing-masing (Gambar 

12.3): 

 

 [Po
(0)

, Po
(1)
, é , Po

(n-1)
, Po

(n)
]  

dan  

[Po
(n)

, P1
(n-1)

, é , Pn-1
(1)

, Pn
(0)

].    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 12.3  Algoritma Casteljau 

 

Turunan derajat r dari kurva C(t),  ditulis C(r)(t),  dapat dinyatakan sebagai 

bentuk: 

 

              C(r)(t) = )(
0

)!(
! )( t

rn

i

rn

ii

r

rn
n BäD

-

=

-

- P                (12.10) 

dimana: 

     D

0
 Pi   =  Pi 

       D

1
 Pi   =  (Pi+1 -  Pi) 

      D

2
 Pi   =  (Pi+2  -  2 Pi+1 + Pi) 

      ............................................... 

      D

(r)
 Pi  = .)1(

0
P jri

r

j

r

j

jr

C -+
=

-ä-  

P

P

P

P

P

P

P
P

P

P

P

PP

0

0

0 0

1
1

1

1
1

11

2
2

2

2

2

3

4

4

C
(t)1 C

(t)

2
3

2
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Permukaan non-rasional Bezier derajat m dan n dapat dinyatakan 

melalui perkalian tensor 

 

ä
=

¢¢=
nm

ji

n

j

m

iij
vuvuvu BB

,

0,

1,0);()(),( PS .    (12.11) 

 

Sifat-sifat permukaan Bezier pada prinsipnya identik dengan kurva Bezier.  

 

12.3 Kurva dan Permukaan B-Splin 

Kurva non-rasional B-Splin order k atas nodals  

 

[t0  <  t1  <  t2  < ... < tn-1 < tn < tn+1 ...<tn+k]  

 

didefinisikan dengan bentuk 

)()(
0

tt N
k

i

n

i
iä

=

= PQ                  (12.12) 

dan  n Ó k-1. 

Koefisien-koefisien  Pi  disebut titik kontrol atau titik  de-Boor. Untuk 

B-Splin ternormalisasi, polinom basis )(tN
k

i  memiliki sifat-sifat berikut: 

 

1).  Partisi dari satuan: 
i

n k

=

-

ä
0

)(tN
k

i  ¹ 1;  

2). Positif:   )(tN
k

i  > 0; untuk tÍ[ti,ti+k]; 

3). Dukungan lokal:  )(tN
k

i  = 0, jika t Î[ti,ti+k]; 

4). Kontinyu: )(tN
k

i   adalah order k dan kontinyu K
k-2

 pada setiap nodal; 

 

5). Rekursif: 

)(

)(
)(

)(

)(
)()(

1

1

1

1

1

++

-

+
+

-+

-

-
-+

-
-=

iki

k

i
ki

iki

k

i
i

k

i tt

t
tt

tt

t
ttt NN

N               (12.13) 
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   dimana 

                                    1, jika t Í [ti,ti+1]; 

              N i

1

 (t)  =    

                                    0, jika t Î [ti,ti+1]. 

 

Selain seperti kurva Bezier,  kurva B-Splin memiliki sifat-sifat berikut: 

1). sifat-sifat lokal sehubungan perubahan titik kontrolnya, 

2). multiplitas titik kontrol atau nodal mempengaruhi kekontinyuan  kurva. 

 

Algoritma de-Boor adalah untuk kurva B-Splin seperti halnya algoritma de 

Casteljau untuk kurva Bezier. Algoritma ini memberi kemudahan dalam meletakkan 

sebuah titik pada suatu kurva dan mencacahnya dalam derajat yang sama. Untuk 

mengevaluasi pada harga  t  =  s Í [tr , tr+1] pertama kita tentukan persamaan insersi 

yang dihitung melalui persamaan (12.12) dan sifat-sifat (5). Kita dapatkan bentuk 

berikut:  
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dengan j = 0 , ... , (k-1) dalam bentuk tersebut titik-titik de-Boor dinyatakan dalam 

bentuk interpolasi linier rekursif 
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dengan  i
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   dan  i jP P
0
= . Jika k = j+1, kita  dapatkan basis rN

1

. Hal 

ini berarti bahwa untuk harga t = s Í [tr , tr+1]  didapat  Q(s)  =   r

k

P
-1

. 

      Permukaan non-rasional B-Splin dari order k dan l, dinyatakan dalam bentuk 

perkalian tensor sebagai berikut: 
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Sifat-sifat permukaan tersebut pada dasarnya  adalah analog dengan kurva B-Splin. 

 




